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Band I: Die Lehrsätze und Konstruktionen. Mit 282 Figuren. 

Preis brosch. M. 6.—, geb. M. 6.60. 
,, II: Die Berechnung einfach gestalteter Körper. Mit 

156 Figuren. Preis brosch. M. 10.—, geb. M. 10.80. 
y, III: Die Untersuchung und Konstruktion schwierigerer 

Raumgebilde. Mit 126 Figuren. Preis brosch. M. 9.~, 

geb. M. 9.80. 
„ IV: Fortsetzung der schwierigeren Untersuchungen. 

Mit 89 Figuren. Preis brosch. M. 9.—, geb. M. 9.80. 

Dieses Werk dürfte wohl einzig in seiner Art dastehen, denn in so um- 
fassender und gründlicher Weise ist die Stereometrie noch nicht behandelt 
worden. Das Wort „elementar^ ist dabei so zu nehmen, daß die höhere 
Analysis und im allgemeinen auch die analytische Raumgeometrie ausge- 
schlossen bleiben, während die synthetische neuere Geometrie in den Kreis 
der Betrachtungen hineingezogen wird, soweit es die Methoden der dar- 
stellenden Geometrie erfordern. 

Alle Figuren, auf die ganz besondere Sorgfalt verwendet worden ist, sind 
streng konstruiert und fast jede ist ein Beispiel der darstellenden Geometrie. 

Trotz des elementaren Charakters geht diese neue Stereometrie weit 
über das übliche Ziel hinaus, gibt neben den Lehrsätzen umfangreiches Übun^s- 
material, betont die Konstruktion und die Berechnung gleichmäßig und wird 
an Vielseitigkeit nnd Gediegenheit des Inhalts wohl von keinem der 
hervorragenderen Lehrbficher erreicht. 
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Vorwort. 

Vielfache andere Arbeiten haben| den Verfasser ver- 
hindert, die vodiejgende^ Jlntegra^ den zweiten 
Band des Gesamw^ abzuschließen. 

Da in den ersten Band, die „Differentialrechnung^^, eine 
Reihe von Lehren mit aufzunehmen war, die sonst der 
algebraischen Analysis zugewiesen werden, so mußten, um 
den Umfang jenes Bandes nicht zu sehr auszudehnen, die 
Anwendungen der Differentialrechnung auf Geometrie zurück- 
gestellt werden. 

Diese Anwendungen sind nunmehr in dem dritten Ab- 
schnitt mit verarbeitet worden, und zwar, um Saum zu 
sparen, in organischer Verbindung mit den Anwendungen 
der elementaren Integralrechnung auf Geometrie. 

Die Tangential- und Krümmungseigenschaften der 
wichtigsten Kurven wurden zumeist nicht aus den Glei- 
chungen der letzteren abgeleitet, sondern umgekehrt die 
Kurven durch jene Eigenschaften charakterisiert. Es be- 
steht zugleich die Hoffnung, daß dieser Weg auf den Leser 
anregend wirken werde. Überdies lag dem Verfasser daran, 
zu zeigen,' mit wie wenigen Sätzen der Integralrechnung 
ein verhältnismäßig umfangreicher Ejreis von Aufgaben der 
Behandlung zugänglich wird. 

Der Verfasser darf wohl sagen, daß er den ganzen 
Stoff selbständig durchgearbeitet und ihn sozusagen noch 
einmal von neuem gefunden hat; eine ziemliche ßeihe von 
Einzelheiten dürfte sogar Anspruch auf wirkliche Neuheit 
machen. 

159216 



IV Vorwort 

Mögen diesem Verfahren auch mancherlei subjektive 
Unzulänglichkeiten anhaften, so wird doch eine gewisse 
Unmittelbari^eit in der Darstellung ihren landruck auf den 
Leser nicht verfehlen und ihn auf das Werden der Theorie 
aufmerksam machen. 

Einige Au^ben des § 40 sind der „Int^ralrechnung^' 
von Stegemann-Kiepert (Hannover, bei Helwing, 8. Aufl., 
1903) entnommen. 

Anwendungen der Differential- und Integralrechnung 
auf Naturwissenschaften und Technik findet man in reicher 
Auswahl in der Aufgabensammlung von A. Fuhrmann 
(Berlin, bei W^ Ernst & Sohn, bisher vier Teile erschienen, 
1888—1903). 

Bezüglich historischer und literarischer Nachweise sei 
auf die beiden Artikel in der Enzyklopädie der mathe- 
matischen Wissenschaften (Leipzig, bei B. 6. Teubner) hin- 
gewiesen: A. Pringsheim, ^Irrationalzahlen und Konver- 
genz unendlicher Prozesse*^, Band I, Heft 1 und 2 (1898/99), 
A. Voss, „Differential- und Integralrechnung'', Band II; 
Heft 1 (1899). 

Königsberg in Pr., 
Anfang März 1905. ^* ^^' MCyen 
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Kapitel I. 

Omndlagen der Integralreohnung. 

§ 1. IJmkehniiig des Differentiationsprozesses. Erster 
Fundameiitalsatz der Integralreehiiang. 

Eines der fruchtbarsten Prin^pien^ dieren sich die Mathe- 
matik be^ent. um zu nßuen B'egnffen und Gäbieteh zu ge- 
langen^ ueS^^i^lh der Üm^ehrung eines Prozesses. 

In der Differentialrechnung erwies es sich bereits als 
zwec^äßigy mit Rücksicht^uf die ei^chaRegel Über die 
Ableitung einer um^eK^M^eF^nversenJ^PIan^^K^ § 10), 
die fSinktionsbildungen kl Paaren anzuordnen (Diffi*. § 13)^ 
der Art/ daß- innftrhaüirnfti nefl ie d ^n Pj iarftft jede der beiden- 
Funktio|;ien die Ümkehrung der anderen war. 18o gehörte 
irgend eine der trigonömetrisdien Funktionen zusammen mit 
der entsprephenden zyklpmetrischen^ desgleichen der Loga- 
rithmus und die Exponentialfunktion^ während auf Gilind 
des Begriffes der allgemeinen Potenz die Umkehrung einer 
Potenz "Wieder zu einer Potenz führte. 

Aber auch die elementaren Kechenoperationen der 
Arithmetik ordnen sich in diesem Sinne zu Paaren an. 
J^a^t- 2&syEL..die Summe zweier Großen als Funktion einer 
derselben auf; y = a -|- ä:, wo dann a eine Konstante bedeutet^ 
so entspricht ihr als Umkehrung die Differenz x^y--a, 

W. Fr. M e y e r , Integralrechnung. 1 



2 § 1. Umkehrung des Differentiationsprozesses. 

und analog dem Produkte y = ax der Quotient x = — 'y eben- 
-^ so empfiehlt es sich in der elementaren Potenzlehre, den 



I Unter diesem i&esicht^unKr wird man auch den Prozeß 



\so empueniD es sicu m uer eiemenuireu x^utenzieure, utsii 
^natürlichen Potenzen ^ = ir»* (w= 1, 2, 3, . . .) als deren 

IMKenruj^n die Wurzeln x = Vy = y^ gegeijübe^zijstelleny 
Addition und Subtraktion^ Multiplikation und Divisioi^ 
natürliche Potenzierung und Radizierung sind also Paare 
umgekehrter RejdieivoDeratiojien. 
4-» Unter diesem (SesicAfi^unKTwird 

des Differenzierens ü)iffr. § 8), als den einer höheren Rechen- 
operation, maKenTeir und xUe Frage aufwerfen: „Wenn 
t^ = f(x)=:q)(jxj) als eine vc^g^^bene Funktion q){x) ge- 
dacht wird, von welchen Funktionen f(x) ist y als Diffe- 
rentialquotient (Ableitung) anzusehen ^y' 

Während die weitere Ausbildung der Differentialrechnung, 
die in der Aufstellung der Taylorschen resp. Maclaurin- 
schen Reihe (§ 19) einen gewissen Abschluß fandi dazu 
führte, innere Eigenschaften der Funktionen zu ergründen, 
wird die neue Fragestellung der Umkehrung des Differentia- 
tionsprozesses gleichfalls das Ziel verfolgen, neue Eigen- 
schaften der Funktionen und Zusammenhänge zwischen solchen 
abzuleiten. 

Daß dieser neue Standpunkt, der übrigens schon bei 
Gelegenheit der Quadratur der höheren Parabeln imd ver- 
wandter Aufgaben (Diffr. §§ 3, 4) hervortrat, eine gewisse 
Tragweite besitzen wird, läßt sich schon jetzt ermessen, wenn 
man ihn in Verbindung bringt mit der damals (Diffr. § 12) 
betonten Elrscheinung, daß die Ableitungen gewisser trans- 
zendenter Funktionen, wie des Logarithmus und der zyklo- 
metrischen Funktionen, wesentlich einfachere, nämlich alge- 
braische Funktionen sind. Indem wir uns im Augenblick 
auf die nächstliegenden Fälle dieser Art beschränken: 

M-^*), (arcema;)'=-^-^i==, (arctg*X=^, 

• 

werden wir folgern: „Gelingt es erst, die Natur von Funk- 
tionen aus der Kenntnis ihrer Ableitung heraus zu ermitteln, 

*) Ix bezeichnete den natürlichen Logarithmus (mit der 
Basis e) von x, andererseits der Akzent den ausgeführten Prozeß 
des Differenzierens. 
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80 wird man auch die Theorie des Logarithmus^ sowie die 
der zyklometrisehen Funktionen — und damit zugleich die 
der trigonometrischen — mittels rein analytischer Prozesse 
direkt auf der Theorie der einfacheren algebraischen Funk- 
tionen — , , zr-:--^ aufbauen, während in der ele- 
x' yi_ic2 1+x^ 

mentaren Mathematik der Logarithmus erst durch eine Um- 
kehning des relativ komplizierten Begriffes der allgemeinen 
Potenz und vollends die trigonometrischen Funktionen nur 
mit Hilfe der Geometrie (des rechtwinkligen Dreiecks und 
des Kreises) eingeführt werden." 

Als eine Vorfrage wird sich erheben: Wieviele Losungen 
laßt die ümkehrung der Differentiation zu, d. h. wieviele Funk- 
tionen gibt es, deren Ableitung eine gegebene Funktion <p{x) 
ist? Aus der Formel \f(x) + c]' = fXx) (Diffr. § 13), wo 
unter c eine beliebige (vorläufig noch reell angenommene) 
Konstante, d. i. eine von x unabhängige Größe zu verstehen 
war, erhellt, daß die Kenntnis einer einzigen Funktion 
y^f{x), die der Forderung y^=f{x) = q){x) genügt, sofort, 
je nach der Wahl von c, zu unbegrenzt vielen Funk- 
tionen y = f{x) + c führt, die sich dergleichen Eigenschaft 
erfreuen. 

Die weiteren Fragen sind nunmehr die, ob außer eben 
diesen, in der Form f{x) + c enthaltenen Funktionen noch 
weitere existieren, für die y'==(p{x) ist, sowie andererseits, 
ob resp. unter welchen Voraussetzungen über die Funktion (p[x) 
die gestellte Umkehrungsaufgabe überhaupt stets Lösungen 
zuläJSt? -firrj^ 

Die erstere dieser beiden Fragen ist auf eine einfachere 
zurückführbar. Gesetzt es sei wie eben, y = f(x) eine erste, 
als bekannt vorausgesetzte Funktion mit der Ableitung 
f(x)==q){x); femer y = g{x) irgend eine zweite, unbekannte 
Funktion mit derselben Eigenschaft, so daß: 

(1) f'{x) = <p{x), g'{x) = <p{x), 

80 läßt sich hieraus durch Subtraktion die Funktion q)(x) 
entfernen (eliminieren). Mit Rücksicht auf die Regel: 

9'{x)-r(x) = y(x)-f{x)]' 

(Difir. § 13) ergibt sieb: 

(2) [9{x)-fix)]'=0. 

1* 
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Sieht man daher: 

(3) F{x)^g{x)-f(x) 

als eine neue unbekannte Funktion an, so genügt es, sämt- 
liche Funktionen F{x) mit der Eigenschaft: 

(I) F^x) = 

aufzusuchen, um damit auch sämtliche Lösungen g{x) der 
ursprunglichen Aufgabe j/=f\x) = g{x) zu besitzen; denn 
aus (3) folgt: 

(4) g{x)^f{x) + F{x). 

Hierin wäre auch die als erste Lösung angenommene 
Funktion als Spezialfall enthalten^ da (Difir. § 13) der kon- 
stante Wert Null für F(x) sicher eine einzelne Lösung von 
(I) liefert. 

Man nennt derartige Gleichungen vom Charakter (I), 
in denen neben bekannten Größen resp. Funktionen, Diffe- 
rentialquotienten unbekannter Funktionen auftreten, „Diffe- 
rentialgleichungen'^, und es ist dann eine Hauptaufgabe 
der „Integralrechnung^'*), solche Gleichungen zu „lösen'', 
d. h. jene unbekannten Funktionen daraus zu ermitteln. 

Behufs Lösung der Differentialgleichung (I), die von 
allen Differentialgleichungen als die einfachste zu betrachten 
ist, und anderer, beschränken wir uns auf Funktionen**), 
für die der Cauchysche Mittelwertsatz (Diffr. § 15) gilt, 
die also, wenigstens in einem gewissen Intervalle (a, b) von 
Xy überall eindeutig und stetig sein und auch nur einen 
eindeutig bestimmten und stetigen Differentialquotienten be- 
sitzen sollen. 

Im vorliegenden Falle, wo angenommen wurde, daß die 
Gleichung (I) in einem Intervalle (a, b) erfüllt sei, ist die 
Eindeutigkeit und Stetigkeit des Differentialquotienten der 
gesuchten Funktion F{x) von selbst erfüllt, da derselbe überall 
in dem gedachtfen Intervalle den Wert Null haben soll. 

Sei a<i&, seien oc und ß {x <ß, oc^O, ß^b) irgend zwei 
Werte von x im Intervalle (a, b), so gilt nach imserer An- 

*) Die Bedeutung des Wortes „Integralrechnung" wird sich 
erst in § 4 zeigen. 

**) Im folgenden sollen also, wie damals, unter „Funktionen" 
schlechtweg solche verstanden werden, die, wenigstens in einem 
gewissen Intervall, den au chy sehen Mittelwertsatz zulassen. 
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nähme über die Natur der Funktion F{x): 

(5) F(ß)'-F{(x) = (ß-(x)F'[(x + &{ß-(x)]{0^^^1). 

Da aber F'(x) für sämtliche Werte x des Intervalles 
(a, 6) verschwinden soll, so folgt aus (5) F(ß)=F{(x)y d. h. 
die gesuchte Funktion F{x) kann im ganzen Intervall {a, b) 
nur einen und denselben Wert F{o() = c annehmen. 

Dieser Ausgangswert F((x) = c ist dagegen willkürlich 
wählbar; in der Tat ergab sich ja (Diffr. § 13) aus der Defini- 
tion der Ableitung, daß die nach der unabhängigen Variabeln x 
genommene Ableitung einer beliebigen, in einem Intervall 
konstanten^ d. i von x unabhängigen Größe daselbst überall 
verschwindet. Somit gilt nach Obigem auch die Umkehrung 
dieses Satzes, die als „erster Fundamentalsatz^^ der In- 
tegralrechnung bezeichnet sei: 

L „Eine Funktion F{x), die in einem vor- 
gelegten Intervalle überall der Differential- 
gleichung (I) F\x) = genügt, kann daselbst 
nur eine Konstante*), d. i eine von x unab- 
hängige Große sein.^^ 
Für das Verständnis dieses Satzes und der damit ver- 
bundenen Ausdrucksweise erscheint es erforderlich, den Be- 
friff einer „konstanten^^ Lösung von (I) näher zu präzisieren. 
Jine einzelne, beliebig herausgegriflFene Lösung einer DiflFe- 
rentialgleichung heiße eine „partikuläre" Lösung derselben. 
Für eine solche Lösung von (I) ist also der Wert von F{x) im 
Intervalle (a, 6) stets ein und derselbe, etwa gleich e^. Für 
irgend eine zweite partikuläre Lösung sei der feste Wert von 
F gleich c^, usf. Um demnach alle partikulären Lösungen 
von (I) darzustellen, müßte man eine unbegrenzte Reihe von 
Gleichungen der Form: 

(6) jP=-Ci, F=C2, F^C^y... F=Cn,... 

ansetzen, wo die Konstante c sämtliche (reellen) Werte an- 
zunehmen fähig sein soll. Hierfür gewinnt man einen be- 
quemeren Ausdruck, wenn man das System der Gleichungen (6) 
in die einzige Gleichung: 

(II) F=c 

*) Wir beschränken uns vorderhand auf reelle Konstante; 
erst in Abschnitt IV sollen auch komplexe Konstante mitberüok- 
sichtigt werden. 
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zusammenzieht, mit der Pesteetzung: Für jede partikuläre 
Lösung von (I) bat die Eonstante c einen beliebig heraus- 
gegriffenen^ dann aber für das ganze Intervall festzuhaltenden 
Wert; geht man indessen der Keihe nach (stetig oder auch 
unstetig) von Lösung zu Lösung über, so „variiert" auch 
der Wert der Konstanten, d. h. sie nimmt der Keihe nach 
andere und andere Werte an, und umgekehrt erzeugt sie eben 
dadurch die verschiedenen Lösungen von (I). Li diesem 
Sinne spricht man, trotzdem scheinbar eine contradictio in 
adjecto vorliegt, von einer „willkürlichen" oder „vari- 
ierenden" Konstanten, oder auch von einem „Parameter" c. 
Die Lösung (II) von (I), die somit alle möglichen Partikular- 
lösungen umfaßt, heißt die „allgemeine" oder „voll- 
ständige" Lösung von (I) (und entsprechend bei anderen 
Differentialgleichungen). Damit gewinnt der Fundamental- 
satz I die genauere Fassung: 

I'. „Die vollständige (allgemeine) Lösung 
der für ein vorgelegtes Intervall erfüllten 
Differentialgleichung (I) JP'(a?) = ist daselbst 
eine willkürliche Konstante." 
Damit läßt sich aber auch auf Grund von (4): g{x)=^f(x) 
+ F(x)y die ursprüngliche Frage nach der vollständigen Lösung 
der (für ein gewisses IntervaU erfüllt gedachten) Differential- 
gleichung: 

(ni) if=<p{x), 

wo (p(x) eine vorgegebene, y eine unbekannte Funktion be- 
deutet, die vorläufige Antwort zu: 

II. „Kennt man (für das vorgelegte Inter- 
vall) auch nur eine einzige partikuläre Lösung 
y=r/"(a;) der Differentialgleichung (III), so er- 
gibt sich daraus deren vollständige Lösung 
in der Gestalt: 

(IV) y==A«)+c, 

WO unter c eine willkürliche Konstante zu 
verstehen ist" 
Die wesentlich schwierigere Frage, die nunmehr mit der 
zweiten der beiden oben ausgeworfenen Fragen zusammen- 
fallt, ob denn eine partikuläre Lösung y^f{x) von (III) 
stets existiert, soll erst später (§ 4), und zwar, unter gewissen 
Voraussetzungen, in bejahendem Sinne entschieden werden. 
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Zuvor mögen für den Satz II einige Anwendungen 
gegeben werden, einmal (§ 2) analytische, die auf die Natur 
der trigonometrischen Funktionen einerseits, der Exponential- 
funktion und des Logarithmus andererseits neues Licht zu 
werfen geeignet sind, sodann (§ 3) geometrische, auf die 
Quadratur von Parabeln und anderer Kurven. 

Zu dem Behuf, wie überhaupt für die Lösung vieler 
Aufgaben, erscheint es zweckmäßig, das obige Verfahren, das 
die Reduktion von (III) auf (I) bewirkte, in Verknüpfung mit 
dem Fundamentalsatze I, in einer besonderen Regel nieder- 
zulegen: 

ni. „Stimmen für zwei Funktionen f[x)y g(x) 
die Ableitungen fix), g'(x) für alle Werte x 
eines vorgelegten Intervalles überein: f'(x) 
=g^(x), so können sich die beiden Funktionen 
f(x), g{x) daselbst nur um eine willkürliche 
Konstante unterscheiden: 

(V) 9{x) = m + c.'^ 



§ 2. Trigonometrlsclie Fanktionen und die Exponential- 

fonktion* 

Nach DiflFr. § 9 ist (sinn;)' = cos ^ , (008^;)'= — siniP, 
also (sina:y'= — sinic, (cos;r)"= — cosic, somit wird auch, 
wenn a, h zwei willkürliche Konstante bedeuten: 

(1) (a sina; + 6 QOBx)" = — {a smx + b cosx) . 

Umgekehrt fragen wir jetzt nach allen Funktionen y 
von X, die der Differentialgleichung*): 

(2) y"^-y 

genügen. Multipliziert man (2) mit 2y' und berücksichtigt, 
daß (gemäß Diffr. § 11) 2yY' die Ableitung von y"^, und 
— 2yy' die Ableitung von — y^ ist, so ergibt sich (y'^)'= (— y^Y, 
also auf Grund der Regel III des § 1: 

*) Diese Differentialgleichung ist von der ,,z weiten Ord- 
nung'^ Allgemein heißt eine Differentialgleichung (in einer un- 
abhängigen Variabein x und einer abhängigen y) von der n**» Ord- 
nung, wenn die höchste in ihr auftretende Ableitung. von y die 
n^ ist. 
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(3) r'-c^~y\ y=y^^^=^, 

wo die willkürliche Konstante in der positiven Form t^ ge- 
schrieben ist, da eine negative Konstante keine reelle Lösung 
von (2) liefern würde; aus demselben Grunde sei ^^^c^. 

Das Vorzeichen der Quadratwurzel wähle man vorerst 
positiv. 

Da auf der rechten Seite von (3) nur y als Variable 
auftritt; so liegt es nahe^ auch links vermöge der Formel 

y = 1 :-T- (Difir. § 10) y als unabhängige Variable einzuführen : 
(4) ^^ ^ = ^ - 



f-(f) 



wo c positiv zu denken ist^ oder noch besser^ beiderseits die 
Größe: 

(5) M = ^. 

c 

dx dx dfjk 1 dx 
Dann wird (nach Diffr. 8 11) -—-=:--.-- = — --, wo- 

^ ^ dy du dy c du 

durch (4) die einfachere Gestalt erhält: 

(6) — = ^ 

du yi_t^2* 

Auf die Differentialgleichung (6) wird die Regel IH des 

§ 1 von neuem angewandt. Da (nach Diflr. § 10) - 

yl— w^ 

die Ableitung von arc sint^ nach u ist^ so kommt, wenn für u 
wieder sein Wert — (5) eingesetzt wird und x^ eiae zweite 

willkürliche Konstante bezeichnet^ als allgemeine Lösung von 

(6) und damit von (2): 

(7) x-\-XQ=^2^Qmi~y 

oder, wenn man von beiden Seiten von (7) den Sinus bildet, 
nach dem Additionstheorem der Trigonometrie (s. diese Samm- 
lung Bd. m, § 43): 

(8) y = cßin(a; + ^o) = cqo^Xq 9mx + csino^o cosa; . 
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Hier lassen sich ersichtlich die Faktoren cco&x^y csinXf^ 
als zwei beliebige Konstanten a , b auffassen, so daß (8) die 
Gestalt annimmt: 

(8') ^ = a sina? + 6 cosiz; . 

Denn aus: 
(9) a = ccosxQ, b = csinxQ 

folgt rückwärts^ bei beliebig gegebenen a, b für c, Xq die 
eine Losung*). 

a . b 



(10) c = + ya^ + fe'-, cosn:o = — ^ sin:ro 

C V 

Bei Annahme des negativen Vorzeichens der Quadrat- 
wurzel in (6) würde in (7) statt des arcsinus der arccosinus 
eintreten 9 was aber die Form (80 der allgemeinen Lösung 
nicht ändern würde. 

Somit gilt der Satz, der die Umkehrbarkeit der Formeln 
(1), (2) ausspricht: 

L ^^s erscheinen sin^ und cos^ als Parti- 
kularlösungen der Differentialgleichung 
2. Ordnung y"+y==0, aus denen sich die all- 
gemeine Lösungy=a sin rr+^cos^ mittels zweier 
willkürlicher Konstanten a, b linear zu- 
sammensetzt.'^ 
Diese beiden Partikularlösungen sin^^ coso; lassen sich 
aber noch auf andere Weise charakterisieren. Sucht man 
aus der allgemeinen Lösung y diejenige partikuläre heraus^ 
die für x=^0 verschwindet, während t/ für x = zugleich 
den Wert 1 annehmen soll, so hat man offenbar 6=:0, a = 1, 
i. e. ^==sina;. Und entsprechend führen die Forderungen 
y(0) = 1 , y'(O) = 0zu6 = l,a = 0, i. e. y = cos^r . Man nennt 
einen derartigen Wert des Argumentes, wie hier x=0, einen 
„Anfangswert", und derartige Bedingungen, die die Werte 
von y und y' ffir letzteres Argument festlegen, „Anfangs- 
bedingungen'^ Dann erfährt der Satz I die Vervoll- 
ständigung: 

la. „Aus der allgemeinen hosung y == aQinx 
+ bco8X der Differentialgleichung y"+y = 

*) Geometrisch bedeuten die Gleichungen (10)^ daß c, x^ die 
Polarkoordinaten eines Punktes in der Ebene sind, der die recht- 
winkligen Koordinaten n, b besitzt (s. diese Sammlung Bd. YIII, § 8). 
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gehen die Partikularlösungen sinx, resp. coso; 
hervor durch die dem Anfangswert x = ent- 
sprechenden Anfangsbedingungen: y(0) = 0, 
y'(0) = l, resp. 2^(0) = 1, y'(0) = 0.« 
Endlich sei noch folgende Beobachtung gemacht. Die 
Ableitung y'=acosx^b&iax der allgemeinen Lösung (8') 
y = aeinx + bcosx von (2) y"+y = 0, sei mit bezeichnet^ 
dann ist ersichtlich: 

(11) y'=^, ^'=-y. 

Aber auch umgekehrt ist dieses „System" von zwei 
DifPerentialgleichungen 1. Ordnung für die beiden unbekannten 
Funktionen y, von x geeignet^ die eine Differentialgleichung 
2. Ordnung y"-|-y = zu ersetzen. Denn aus (11) folgt 
wiederum: 

(12) r+y = 0, /'+^ = 0; 

mithin ist sowohl y als unter den Lösungen von y''-{-y = 
zu suchen^ aber gemäß (11) in dem Zusammenhange, daß, 
wenn man y als allgemeine Lösung von (2) in der Form 
y = a8inX'\-bQOSX wählt, ß völlig bestimmt ist durch: 

(13) = y = — b sina: + « cosic , 

und andererseits, wählt man js als allgemeine Lösung von (2) 
in der Form ;8f = asina;H-6cos^, y völlig bestimmt ist durch: 

(14) y = -,-/= -f 6 sinic — acos.^ . 

Nunmehr lassen sich die Partikularlösungen y^'Smx, 
;S = cosa: von (11) durch noch einfachere Anfangsbedingungen 
festlegen. Denn wählt man etwa die erstere der obigen Dar- 
stellungen, y = a8inx + bco8Xj 0== — b8mx + acosx, so er- 
geben die Forderungen y(0) = 0, ;8f(0) = l sogleich b = 0, 
a=ly i.e. y=^ sinx, z = cosrz:. Man hat demnach als weitere 
Ergänzung zum Satze I: 

Ib. „Es erscheinen sinrz: und cos^ auch als 
Partikularlösungen des Systems von Diffe- 
rentialgleichungen 1. Ordnung y'=;ef, /=---y, 
aus denen sich die allgemeine Lösung mittels 
zweier willkürlicher Konstanten a, b in der 
Form y = asiniP + 6cosic, ;ef= —6sina; + oleosa; 
linear zusammensetzt, und zwar sind die 
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PartikularlösuDgen y= smxy z = cosä; durch die 
AnfaDgs'bedingungen y(0) = 0, j2?(0) = 1 charak- 
terisiert/' 
Analoge Betrachtungen lassen sich über die Exponential- 
funktion e* resp. ö~* anstellen. 

Nach Diffr. § 12 ist {f)'=^ ^, {e-^^^ — er^, also (c«')"=e*, 
(e^*)"=e~*; demnach gUt auch, wenn yriederum unter a, 6 
zwei willkürUche Konstante verstanden werden: 

(15) (ae*+ 6e-*)"= ae*+ fee-*. 

Es entsteht abermals die Umkehrungsfrage, ob auch sämt- 
liche Lösungen der Differentialgleichung 2. Ordnung: 

(16) y"=y 
durch: 

(17) ^ = ae*+6c-^ 
geliefert werden? 

Man verfahre wie oben bei (2) und multipliziere die 
Gleichung (16) mit 2^, so kommt auf Grund der Kegel III 
des § 1: 

(18) 2/2 = ^2 + c, 2^=yy2-c, 

wo c eine willkürliche Konstante ist {^y\ und das Vorzeichen 
der Quadratwurzel vor der Hand positiv genommen werde. 
Führt man y als unabhängige Variable ein, so geht (18) 
über in: 

(19) ^ = ^- 

äy }ly^-c 

Es ist zu zeigen, daß die durch (17) definierte Funktion 
X von y gerade sämtliche Lösungen der Differentialgleichung 

(19) erschöpft. 

Aus (17) folgt y'=ae*— Je—*, mithin auch: 

(20) y + i/^2a^, y-y'=2fe-^ 
und damit: 

(21) ^ = Z(y + /)-?(2a), y^-y'^^4:ah. 
Setzt man daher: 

(22) c = 4a6, XQ = -l{2a), 

so erhält man die durch (17) bestimmte Funktion x von y 
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io der Form: 

(23) ^ = ?(y + yy2~c) + a;o. 

In der Tat stellt (23), auf Grand der B^el III des § 1, 
die allgemeine Lfösung von (19) dar, wenn c beidemal die- 
selbe willkürliche Konstante, Xq eine zweite willkfirliche 
Konstante bedeutet, und die Quadratwurzel beidemal das 
positive Vorzeichen erhalt. Denn die DifiPerentiation von 
23) nach y liefert, nach dem Muster von Difir. § 14, 
. 178, Nr. (54): 

(19) ^ = —1. 

dy ^y^-~c 



i 



Umgekehrt lassen sich vermöge (22) statt der Kon- 
stanten c, Xq die Konstanten a, b einführen; es ergibt 
sich*): 

(24) «=^-I-^ 6=^. 

Die nämlichen Beziehungen (24) lassen sich auch direkt 
aus (23) herleiten. Denn führt man in (23) statt des Lo- 
garithmus wieder dessen ümkehrung, die Exponentialfunktion, 
ein, so kommt: 



*) Bisher ist die Konstante a stillschweigend als positiv 
vorausgesetzt worden. Für ein negatives a tritt eine geringe 
Modifikation ein. Setzt man alsdann a = — a^, so wird in (20): 

demgemäß tritt an Stelle von (21): 

« = iK(y + yO]-«(2ai), y«-!^ = -~4a»6, 

an Stelle von (22): 

c = — 4ai6 = 4a6, x© = — l{2ai), 
während (23) ühergeht in: 

während (19) bleibt. Endlich ist (24) zu ersetzen durch: 

e— «0 ceP^ 

in (26) ändern beide rechte Seiten ihr Vorzeichen; so daß schließ- 
lich wieder y=sae« + 6e— « resultiert. 
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(25) I 1 _ y - fy^-c _ y-i^-c _ ^_(,_^ 
[y+y^iTi^ .y*-(y«-c) c ' 

mithin durch Addition: 

* 

(26)y = ^^2 = ^.-^ + e--.— -«^ + &«-% 

woraus die Relationen (24) folgen. 

Gibt man der Quadratwurzel in (19) das negative Vor- 
zeichen^ so vertauschen sich nur c* und e~*. 

Aus der allgemeinen Losung (17) von (16) lassen sich 
wiederum die Partikularlosungen 6^ und er* durch einfache 
Anfangsbedingungen charakterisieren. 

Soll für a;=«0 die Funktion y (17) nebst ihrer Ab- 
leitung y' den Wert 1 annehmen, so kommt a4<&»l, 
a--6=l, d. i a = l, 6 = 0, also y = c*; soll dagegen 
y(0) = l, ^(0) = — 1 werden, so entsteht: 

a + 6==l, a — 6 = — 1, d. 1. a = 0, 6=1, oder y=^tr^\ 

Diese Ergebnisse faßt der Satz zusammen: 

n. ,J)ie Exponentialfunktionen c^ und c^* 
erscheinen als partikuläre Lösungen — mit 
den Anfangsbedingungen y(0)=»l, y'(0)=l, 
resp, y(0) = l, ^(0) = — 1 — der Differential- 
gleichung 2. Ordnung xf'^y^ deren all- 
gemeine Lösung sich aus jenen beiden mit- 
tels zweier willkürlicher Konstanten a,6 in 
der Form y = ae* + 6e~* zusammensetzt. 

Zugleich stellt a; = ?[+(y-fyy2 — c)] + a:o*) 
die allgemeine Lösung der Differentialglei- 
chung 1. Ordnung -7^=yy^~c, oder, was das- 

dx 1 
selbe ist, von —- = — dar, wenn c eine 

«y iy^ — c 



*) Hier ist das positive oder negative Vorzeichen zu wählen, 

je nachdem y + 1^ y* — ^ einen positiven oder negativen Wert 
annimmt. 
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beliebig gegebene Konstantei Xq eine will- 
kürliche Konstante bedeutet/' 
Auch der Satz Ib findet jetzt sein Analogen. Die 
Differentialgleichung 2. Ordnung (16) läßt sich ersetzen durch 
das System der beiden Differentialgleichungen 1. Ordnung: 

Denn y und z genügen alsdann wieder gleichzeitig der 

Gleichung (16)^ und zwar so, daß, wenn y die allgemeine 

Losung y = ae* + 6e~"* von (16) ist, ^6?== — ac* + fe6~* wird. 

üb. ^,Zugleich erscheinen jetzt y = e^ und 

= 6"^ als Partikularlösungen von (27) mit 

den Anfangsbedingungen: y(0) = l, ;er(0) = l." 

Denn letztere ergeben l^a + hy 1 =a~6, d. i. a = l, 

fc = für y, oder y = e^, und damit z = e^^. 

Diese Betrachtungen über die Exponentialfunktionen 
€^ , c^ sollten die Analogie zwischen ihnen und den trigono- 
metrischen Funktionen sino;, coso; hervortreten lassen und 
zugleich die wichtige zweite Hälfte des Satzes II liefern. 
Will man sich auf die Exponentialfunktion beschranken, so 
liegt es näher^ auf die Formel: 

(28) («^)'=^, 

oder auf die entsprechende Formel für den Logarithmus: 

(29) (Ix)'^ 1 

die Begel m des § 1 anzuwenden, um sofort den Satz zu 

erhalten: 

in. ,J)iejenigen Funktionen y von x, die 
mit ihrer Ableitung zusammenfallen, so daß 
y' = y^ sind durch y = c^ dargestellt, wo c 
eine willkürliche Konstante ist, und die 
Exponentialfunktion d^ selbst erscheint als 
die der Anfangsbedingung y(0) = l genügende 
partikuläre Lösung von ^==y* 

Andererseits sind diejenigen Funktionen 

y von Xf für die ^= — , durch y=:lx + k be- 

X 

stimmt, wo k wiederum eine willkürliche 
Konstante ist, und der Logarithmus Ix selbst 
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als die der Anfangsbedingung y(l)==0 ge- 
nügende Partikularlösung von y'= — ." 

Aber die Regel III des § 1 leistet mehr, sie läßt auch das 
j^Additionstheorem" des Logarithmus (s. diese Sammlung 
Bd. I, § 32), und damit zugleich das der Exponentialfunktion, 
unmittelbar erkennen. 

Denn sei x ein beliebiger (positiver) Wert des Argu- 
mentes, a eine beliebige (positive) Konstante, so gilt die 
Identität: 

(30) a.i- = l. 

ax X 

Da aber die linke Seite von (30) die Ableitung von 
l{ax) ist, die rechte die von Ixy so liefert die Regel III 
des § 1: 

(31) l{ax)^lx + k. 

Hier hängen die beiden Eonstanten a und k einfach 
miteinander zusammen, da sich aus (31) für x=l die 
Relation : 

(32) k=^la 

ergibt. Substituiert man diesen Wert von k in (31), so 
kommt: 

(33) lx + la=^ l{ax) , 

d. 1 aber das Additionstheorem des Logarithmus, aus dem 
das der Exponentialfunktion ef^, als der Umkehrung von Ix: 

(34) e« . e* = e«+^ 

von selbst folgt. Es läßt sich demnach der Satz aus- 
sprechen : 

IV. „Das Additionstheorem (33) des Loga- 
rithmus Ix, und damit auch dasjenige (34) 
der Exponentialfunktion e^, erscheint als 
direkte Anwendung der Regel III des § 1 auf 

die Differentialeigenschaft i/=— des Loga- 
rithmus Ix.'^ ^ 
Auf Grund von (33) läßt sich die allgemeine Lösung 

(Satz in) y = lx + k von y' = — in eine für viele Zwecke 

X 
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beqiiemere Form bringen. Denn f Qhrt man statt der will- 
kfiriicben Konstanten h die durch (32) k = la (oder, was 
dasselbe ist^ durch a = ^ bestimmte andere Konstante a 
ein^ so geht y = lx + k über in y^l(ax). 

Weniger einfach ist die analoge Behandlung des Addi- 
tionstheoremes der trigonometrischen Funktionen %mx, 
co&Xy d. h. der für irgend zwei Argumente Xy a geltenden 
Formeln: 

( sin (:r + ä) = siniP cosa + cosd? sina , 
\ cos(a; + a) = Q08X cosa — - smx siuoc . 

Beim Beweise des Satzes I wurde die erste (resp. 
zweite) Formel (35) dazu benützt, die allgemeine Lösung (8): 

y=^CBm{x + XQ), (resp. y=^ccoB{x + XQ)) 

von (2) y"+y = in die Form (8^) y ^-asinx + bcosx zu 
bringen. 

Sollen jetzt umgekehrt die Formeln (35) aus der 
Differentialgleichung (2) hergeleitet werden^ so gehe man 
davon aus, daß jedenfalls jede Funktion y von der Form 
asinx + bcosx der Differentialgleichung (2) genügt, sich also 
in die Gestalt von'deren allgemeiner Lösung (8): 

y=-c8in{x + Xf^)f (resp. y==cG08{x-i-XQ)) 

bringen lassen muß. Dies gilt auch im besondem, wenn 
a und b nicht mehr ganz willkürlich sind, sondern von 
ein- und derselben Konstante (X abhängen, und damit das 
gleiche von c und Xq gilt^ so daß: 

(36) a{(x) sinx + 6(a) cosic = c(a) sin[ic + Xq{o()] . 

Es soll zuvörderst die Bedingung aufgestellt werden, 
unter der die linke Seite von (36) eine Funktion von x + (x 
allein ist. 

Diese Frage werde sogleich verallgemeinert. Es liege 
überhaupt eine Funktion zweier Variabein x,y bk der be- 
sonderen Form vor: 

(37) (p(xjy)^f(x + y)=f{z), js^x + y, 
so ergibt sich (gemäß Diffr. § 11), da: 
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dx dy ^ dx d/s dx* dy de dy^ 

die Identität: 

Umgekehrt sei diese Bedingung (38) für eine unbekannte 
Funktion (p(x,y) erfüllt. Man führe dann statt x^y zwei 
neue Variable ein^ deren eine^ u, mit der Summe x + y zu- 
sammenfalle^ während die andere^ v, etwa als die Differenz 
x — y gewählt werde: 

(39) u==x-\-y, v = x — y. 
Dann gilt rückwärts: 

w + v u — v 

(40) x^-^, y = __, 

und die partiellen Ableitungen von x^y nach u^v erhalten 
die Werte: 

^x __i dx _i ^y__ 1 ^.y_ ^ 

^^ ^ Ja^2' 'd^'^J' aw~"'2' d^*~~2"' 

Aus der vermöge (39), oder (40) bestehenden Identität: 

(42) ^{^yy)-^\-i^y -2-j = v(w,t;), 

wo \^ dieselbe Funktion wie ^^ aber aui^faßt als solche 
von u^v bedeute, ergibt sich (gemäß Diffr. § 13) für ~: 

drp ^d(pdx d<pSy 
^ ^ dv dx dv dy dv' 

oder wegen (41): 

<") l!4(ll-lf)- 

oder endlich wegen der vorausgesetzten Identität (38): 

,«) 1^ = 0. 

W. Fr. M e y e r , Integralrechnung. 2 
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Dies sagt aber zufolge des ersten Fundamentalsatzes I 
(| 1) auBf daß die Funktion y; {u, v) (42) in bezug auf die 
zweite Variable v eine Konstante ist^ d. h. überhaupt nicht 
von V abhängt Mit andern Worten, die Funktion (p{x, y) 
(42) int eine Funktion von u^^x-^-y allein. Wir sind so 
'An dem wichtigen Hilfssatze geführt: 

V. »Die notwendige und hinreichende Be- 
dingung dafür^ daß eine Funktion <p{x,y) 
eine Funktion von x + y allein ist^ wird durch 

die Identität ^= -^ gegeben.*)^' 

ex dy 

Wendet man diesen Satz auf die linke Seite von (36): 
(46) q){Xf (x) = a{(x) Qvax + b(oc) cosa: 

ao^ so hat man zu bilden: 

iAfn ^9> j. ' dw db da . 

dx dor d(x d(x 

Die Identität -—-='-—- ist dann und nur dann er- 

ox doc 

füllt, wenn: 

Dies ist aber gerade das System (11). Wir benützen hier 
nur die Tatsache^ daß h^maxy a = cosa eine partikuläre 
Lösung von (48) darstellt. Somit ist das Aggregat sin^cos(% 
+ cosa?8inÄ eine Funktion von x-\-x allein; da es aber 
andererseits mit Rücksicht auf (36) von der Form 

c{(x)b\ji[x-\-Xq{(x)\ 

ist, so ist Xq = (x und c eine von x wie von a unabhängige 
Konstante, d. h. eine feste Zahl. Um c zu bestimmen, setze 
man etwa für x den Wert Null, so wird sina = csina, 
also c = 1. 

Genau entsprechend wird die zweite Formel (35) ab- 
geleitet. 

•) Entsprechend gilt für eine Punktion fp(x,y) von x — y 

allein die Identität -^= — ^ , und umgekehrt. 

ex cy 
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Es gilt demnach der Satz: 

VI. „Das Additionstheorem (35) der trigono- 
metrischen Funktionen sinrr und cosx er- 
scheint als eine Verknüpfung von deren 
Differentialeigenschaften mit der Regel III 
des § 1 und dem Hilfssatze V/^ 

Überblickt der Leser die vorstehenden Entwickelungen 
über das Additionstheorem der Funktionen (^, Ix, sino;, cosre;, 
so wird er den Einwand erheben, daß man sich in Wirk- 
Uchkeit doch nur im Kreise herum bewegt habe, da ja bei 
der Aufsuchung der Ableitungen jener Funktionen (Diflfr. 
§§ 9, 12) jene Additionstheoreme verwendet seien. 

Dieser Einwand wäre berechtigt, wenn man sich auf 
die obigen Entwickelungen beschränken wollte. Offenbar 
sind wir nur von neuem auf die in § 1 erhobene Frage 
zurückgekommen; gelingt es erst, direkt die Existenz und 
die elementaren Eigenschaften der Funktionen y zu ge- 
winnen, für die resp. y' = — , t/^ — ist, ohne sie 

^ +yi—x^ 

etwa stiUschweigend zu benützen, so werden auch die obigen 
Herleitungen der Additionstheoreme zu wirklichen Beweisen. 

Das tritt noch deutlicher hervor, wenn wir, in Nach- 
bildung des obigen Verfahrens, auch das Additionstheorem 

der Funktion y = tgx = ableiten. Nach Diffr. § 9 ist, 

^ cosa; 

COS X 

mithin genügt die Funktion ^ = tg^, und desgleichen auch 
die Funktion y= — cotgo; der Differentialgleichung 2. Ordnung: 

(49) ^ y"-2y^=0. 

Einmalige Integration von (49) liefert, da 2yy^=(f^^y, 
nach dem Satze I des § 1, für c als eine willkürliche Kon- 
stante: 

(50) j^=y2+c. 

Da tgx und —Qotgx spezielle lineare gebrochene Funk- 
tionen von sin^ und cos^r sind, irage man allgemeiner nach 
solchen linearen gebrochenen Funktionen y von sin^rundcoso;: 



<■''' { 'r- 
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,^., a^mx + hoG^x 

(51) f/=« ; —^ , 

c%\nX'\'doo%x 

die der Forderung (49) und damit auch (50) genügen. 
Seiet man zur Abkürzung: 

(52) ad — bc = D, csmx + dcosx = N y 

so führt ein- resp. zweimalige Differentiation von (51), nach 
Diflr. §§ 11, 13, zu: 

= — 2DN'-^(c cos^ — deinx) , 
Bomit zu: 

I 2^1^= 2Dlf-^{aBmx + bcoBx), 

\ y"= — 2DN-^{c cosa? — dsinx) . 

Soll (49] in X identisch für die Funktion y (51) erfüllt 
sein, so ist dazu notwendig und hinreichend, daß: 

(55) 8ina;(a — d) + cosx(b + c) = , 
mithin: 

(56) a = d, h = — Cy 

wodurch y (51) die Gestalt annimmt: 

,^„. asinx + bcoQX 

— 6smÄ? + acosa: 

oder, wenn man die Konstante — in die Form te:(x setzt: 

(87) y^ 



1 — tga;tga 

Daher ist die Funktion y (570 ^^* ^^^ einen willkür- 
lichen Konstanten (x sicher in der allgemeinen Lösung von 
(49) resp. 50 enthalten. Bildet man aber, gemäß (50) für 
y (570 "1® Differenz /— y*, so kommt: 

(58) ^-y^Jl±^)^y^:&LZ^±^^^l, 
^ ^ ^ ^ (1 — tga;tga)* 

d, h. für die Lösungen (57') von (49) resp. (50) besitÄt die 
Konstante c den Wert Eins. 
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Danach ist y (570? mit der willkürlichen Kon- 
stanten (K, die allgemeine Lösung der Differential- 
gleichung 1. Ordnung*): 

(59) i/—y^ = l oder -^ = r-^ — ^. 

dy 1 + y^ 

Die Gleichung (59) ist aber auch leicht unmittelbar auf- 
zulösen. Da, nach Diffr. § 10, -— — ^ = =-^ > so «reibt 

' ^ ' 1+y^ dy ' ^ 

der Satz I des § 1 als allgemeine Lösung von (59), mit der 
willkürlichen Konstanten x^x 

(60) x-{-XQ = ^vQtgy oder y==tg(;r + ^o)* 

Der Vergleich mit (570 lehrt die Übereinstimmung der 
beiden Darstellungen von y\ 

Um noch den Zusammenhang zwischen den beiden will- 
kürlichen Konstanten x^ und oc zu ermitteln, bedenke man, 
daß aus (61) für x = Q die Eelation tga; = tga hervorgeht, 
so daß (bis auf Vielfache von 2jr) x^ entweder =x oder 
aber = a^ -f jr sein muß. Da aber ig{xQ •\'(x-{-7i) = tg(a?o + a) 
ist, so ist damit das Additionstheorem der Funk- 
tion tgx abgeleitet: 

(62) tg(a: + ..) = , *g^ + *;^ **), 

^ ^ &V ' / l+tgiTtgÄ ^' 

aus dem bekanntlich in elementarer Weise wieder die Additions- 
theoreme von sino; und cos^ heigeleitet werden können. 

Auf die erste und wichtigste Frage (§ 1, S. 3), die der 
Existenz von Funktionen, deren Ableitung bekannt ist, gehen 
wir, wie schon bemerkt, in § 4 ein. 

*) Man hätte, auch ohne den scheinbaren Umweg über die 
Differentialgleichung 2. Ordnung (49) zu nehmen, direkt von der 
Differentialgleichung 1. Ordnung (59) ausgehen und durch Ver- 
gleich mit (51) zu der Lösung (570 gelangen können. Die er- 
forderliche Eechnung; die schließlich zu (56) führte ist aber weniger 
einfach und durchsichtig, als die im Texte im Anschluß an (49) 
und in Analogie mit (2) gegebene. 

**) In der Tat bestätigt man leicht mittels des Satzes Y, daß 
die rechte Seite von (61) eine Funktion von a? + * allein ist. 
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§ 3. Die Parabelqnadrator. 

Das Problem der Quadratur der Parabel wurde in 
Diffr. (§ 3) mit elementaren Mitteln behandelt. Die auf- 
gewandte Kechnung ließ erkennen^ daß die Quadratur und 
analoge Aufgaben auch für höhere Parabeln und verwandte 
Kurven (Diffr. § 4) auf ähnlichem Wege erledigt werden 
konnten^ daß dagegen für andere Kurven die, auf der 
Summierung der geometrischen Reihe beruhende Methode 
nicht mehr hinreichte. 

Gestützt auf die Kenntnis der Differentialrechnung und 
den Fundamentalsatz I des § 1 nehmen wir die Aufgabe 




der Parabelquadratur noch einmal auf^ und versuchen sie so 
zu lösen ; daß das Verfahren für ebene Kurven überhaupt 
als Vorbild dienen kann. 

Es sei die Parabel (Fig. 1) wieder auf das recht- 
winklige Achsensystem mit der Scheiteltangente als ^-Achse 
und der Parabelachse als ^-Achse bezogen, so daß ihre 
Gleichung lautet: 

(1) »=-J=^(^)' 

wo p den Parameter der Parabel bedeutet 

Man errichte in den Endpunkten der beiden (positiven) 
Abszissen oc und ß (> (k) die Ordinaten, und begrenze mittels 
dieser und der eingeschlossenen Stücke der Abszissenachse 
wie der Parabel eine geschlossene Fläche, deren zu er- 
mittelnder Inhalt mit J? bezeichnet sei. 
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Solange^ die beiden Strecken <Xy ß festgehalten werden^ 
stellt die Fläche mit dem Inhalt J^ eine starre Figur vor, 
wie sie (abgesehen etwa von kongruenter Verschiebung in 
der Ebene) in der euklidischen Behandlung der Geometrie 
üblich sind. Wir stellen uns dadurch auf einen umfassenderen 
Standpunkt, daß wir die Figur in gewisser Art abändern, 
indem wir eine Schar analoger Figuren herstellen, die dann 
miteinander verglichen werden. Zu dem Behuf denken wir 
uns die ' Endabszisse /3 variabel, und bezeichnen sie daher 
mit X, während die Aiifangsabszisse (x, wenigstens vorläufig, 
festgehalten werde. 

Man bilde sich etwa die Anschauung, daß die zu x ge- 
hörige Endordinate y (1), wie eine Theaterkulisse hin und 
her geschoben werde. 

Damit wird der gesuchte Flächeninhalt J^ eine, kürzer 
mit J(x) bezeichnete und „Inhaltsfunktion^^ genannte^ 
Funktion von x, die offenbar*) für jedes x^(k eindeutig 
bestimmt und stetig ist. Die Aufgabe nimmt daher die 
Wendung, diese Inhaltsfunktion zu bestimmen; zu dem 
Behuf wird man das Gesetz von deren Veränderung unter- 
suchen. Man bilde also den Differenzenquotienten (Diffr. 
§ 8 (IV}): 

.ox J{x + Ax)--J {x) _ AJjx) 

^"^^ 1^ -"AT' 

Hier kann Ax positiv oder negativ gewählt werden, im 
letzteren Falle sei jedoch x + Ax^oc. Sei zunächst Ja? 
positiv. Der Zähler AJ{x) in (2) ist geometrisch der In-* 
halt des mit abnehmendem Ax immer schmaler werdenden 
Flächenstreifens, der begrenzt wird von der Parabel, den 
beiden zu x und x + Ax gehörigen Ordinaten und dem 
Stück Ax der Abszissenachse. 

Dieser Flächeninhalt AJ(x) ist zwar zuvörderst ebenso un- 
bekannt, wie der Inhalt J{x) selbst, er läßt sich aber, wie 
damals (Diflfr. § 3, S. 16) in zwei leicht angebbare Grenzen 
einschließen, nämlich in die beiden Rechtecke mit derselben 
Grundlinie Ax, und den aus (1) zu entnehmenden Höhen 
y^f{x) resp. y^f{x + Ax)) mithin wird: 

*) Die Existenz, Eindeutigkeit und Stetigkeit des Flächen- 
inhaltes J'^=J{x) werden vorderhand der Anschauung entnommen. 
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(3) t(x)Ax<AJ(x)<f(x + Ax)Ax, 
oder nach Division mit Jx: 

(4) /•(^)<^</-(a;+J^). 

Sei dagegen zweitens der Zuwachs Ax von x negativ, 
und demgemal für den Augenblick mit —J^x bezeidmet, 
so besitzt der in Bede stehende Flächenstreifen den Inhalt 
J(x)'—J{x — A^x)^ das kleinere der beiden einschließenden 
Rechtecke hat jetzt die Höhe fix—A^x), das ^ößere die 
Höhe f(x), während für beide die Basis durch me absolute 
Länge AiX angegeben wird; somit tritt an die Stelle von 
(3) resp. (4): 

(3a) f{x— A^x)A^x< J(x) — J{x — A^x) <f{x)A^x, 

/- X /./ A ^ J(x~A.x) — J(x) j,, . 

(4a) fi^x~A^x)<-y-~-^-^-^^<f{x). 

Die beiden Doppelungleichungen (4) und (4 a) sagen im 
wesentlichen dasselbe aus^ daß^ gleichgültig ob der Zuwachs 
A X von X positiv oder negativ ausfällt, der Differenzenquotient 
von J{pi) zwischen den Funktionswerten f{pi^ und f{X'\'Ax) 
eingeschlossen ist, oder, geometrisch gesprochen, zwischen den 
beiden, den fraglichen Flächenstreifen begrenzenden Ordinaten. 

Läßt man nunmehr den absoluten Wert von Ax unter 
jede Grenze sinken, so konvergiert auch, infolge der Stetigkeit 

(Diffr. § 8, S. 75) der Funktion (1) f(x)^^, der absolute 

Unterschied zwischen den beiden Seiten f{x) imd f{x + Ax) 
von (4) resp. (4 a) gegen Null, während zugleich der in der Mitte 
befindliche Differenzenquotient von J(x) in den Differential- 

xiuotienten ^^^ = J^x) übergeht (Diffr. § 8 (V), S. 79). 

Damit ist für die zur Parabel (1) gehörige Lihaltsfunktion 
J(x) die grundlegende Eigenschaft ermittelt: 

L „Der Differentialquotient J'(^) der In- 
haltsfunktion J(x) ist der dem Argumente x 
entsprechende Wert der Kurvenfunktion (1): 
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oder, geometrisch ausgedrückt, gleich der 
Endordinate/' 

Nun entnimmt man der Potenzregel (Diffr. § 11) ohne 
weiteres, daß — -^ eine partikuläre Lösung der DüGFerential- 

gleichnng (I) ist; somit wird gemäß Satz II des § 1 die voU- 

1 x^ 
'Ständige Lösung von (I) durch ^7-^ + c angegeben. Unter 

2jp 6 

diesen Lösungen muß die gesuchte Funktion J{x) enthalten 

sein; bedeutet also jetzt c eine unbekannte Konstante, so hat 

man för die Inhaltsfunktion J{x)i 

Bisher war daran festgehalten worden, daß die An* 
fangsabszisse (x des zu quadrierenden Flächenstückes einen 
festen Wert haben sollte. Läßt man diese beschränkende 
Annahme fallen, und demnach (x(^x) variieren, so wird 
gleichzeitig der Wert von c in (5) variieren, derart, daß zu 
jedem Wert von <x ein ganz bestimmter Wert von c gehört. 
In der Tat ist die Eigenschaft (I) für J{ijc) erfüllt, gleich- 
gültig, welchen Wert c besitzt, andererseits aber auch, von 
welcher Anfangsabszisse (x{Q'^(x^x) man ursprünglich aus- 
gegangen sein möge. Somit wird c in (5) eine Funktion c(a) 
von (X sein, so daß J{x) == J^ nunmehr als eine Funktion der 
beiden Veränderlichen x und x erscheint. Um c(pC) zu finden, 
denke man sich wiederum der Anfangsabszisse <x einen be- 
liebigen aber festen Wert beigelegt, während die Endabszisse x 
sich derart ändere, daß sie gegen x konvergiert. Dann aber 
konvergiert, wie die Anschauung lehrt, der Inhalt J{x) gegen 
Null, da er sich auf eine Grerade, die Ordinate von a, zu- 
sammenzieht. 

Für x = (x geht also (5) über in: 

(6) J(«) = = l|- + c, 

d. h. die gesuchte Funktion c von oc wird: 
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1 »3 

und damit die gesuchte Inhaltsfunktion J(x): 

OD j:_jw=.i_-|^=i.^(^-,,. 

Damit ist die ursprüngliche Quadraturaufgabey d. i. die 
Bestimmung des Flächeninhaltes J^ für die Parabel (1) ge- 
lost, man hat nur hinterher der bisher als variabel aufgefaßten 
Endabszisse x den gegebenen Endwert ß beizulegen: 

(Ha) j--»=l.A.(^3_«s), 

übereinstimmendmit der damaligen Formel (Di£fr. § 3 (1 2 a), S. 1 9). 
Bemerkt man noch, daß sich die Formel (IIa) auch so 
schreiben läßt: 

wo c wieder eine willkürliche Konstante bedeutet, so läßt sich 

die Bestimmung der Parabelquadratur, wie folgt, formulieren: 

I. „Der Inhalt J^ des von zwei, zu den 

positiven Abszissen oc,ß{(x<ß)*) derParabel(l) 



x'^ 



!/ = ^ gehörigen Ordinateu, sowie den zwi- 

sehen ihnen liegenden Stücken der Parabel 
und der Abszissenachse begrenzten Flächen- 
stückes wird erhalten, wenn man in einer 
willkürlich herausgegriffenen partikulären 
Losung 

1 x^ 
g(x) — — - — \-c der Differentialgleichung (I) 

J''(a?)=/*(a;)== — die Werte oc, ß für x einsetzt 
und sodann die Differenz bildet: 
(Hb) Ji-9iß)-9{<x).'' 



*) Offenbar bleibt der Satz auch für « > /? erhalten , wenn 
man für diesen Fall die Festsetzung jf = — Jß trifft. 
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Es wird nicht überflüssig sein, die Bestimmung (6 a) der 
Konstanten (genauer: Funktion von oc) c in (5) noch auf einem 
anderen Wege herzuleiten^ der zugleich die geometrische Be- 
deutung der Formel (IIb) hervortreten läßt. 

Man gehe von irgend einer positiven Anfangsabszisse 
o(>i(<(x) aus^ und bezeichne demgemäß den zugehörigen Wert 
der unbekannten Konstanten c in (5) mit c^, so erhält man: 

1 t'^ 

Wählt man nunmehr einmal ßy das andere Mal oc als End- 
abszisse eines Inhaltes J^^ resp. J^^, so konmit: 

mithin durch Subtraktion: 

(9)«/«. ''»^-\32p^'^) \32i)+W~32i> 32p' 

WO die rechte Seite mit der von (Ha) resp. (IIb) überein- 
stimmt. Aber die Figur zeigt sofort, daß die Differenz 
Ji^ — Jai liichts anderes ist, als der ursprünglich gesuchte 
Flächeninhalt J^ , gleichgültig, wie man den Hilfswert «^ ge- 
wählt hat. 

Nachdem auf Grund des Satzes I das Problem der 
Parabelquadratur seine vorläufige Erledigung gefunden hat, 
wird man einmal die Anschauungsannahmen, auf denen die 
Herleitung beruhte, naher zu prüfen haben, andererseits aber 
versuchen, die Methode der Losung auf andere Kurven, 
ev. auf ebene Kurven überhaupt, auszudehnen. 

Was zunächst jene Annahmen betrifft, so wurde in erster 
Linie die Existenz und eindeutige Bestimmtheit des Flächen- 
inhaltes J^ der Anschauung entnommen, sodann die Stetigkeit 
dieses Inhaltes J^, wenn man ihn als Funktion J(x) der 
variabeln Endabszisse ß = x ansieht, weiterhin die geometrische 
Bedeutung des Differenzenquotienten von J{x), und damit 
auch als Kern des Granzen die durch Grenzübergang folgende 
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Erscheinung^ daß J{x) als eine partiknläre Lösung der Diffe- 

x^ 
rentiaigleichung J'(x)—f(x)^-^ auftritt. 

Um uns von diesen Ansehauungsannahmen der Reihe 
nach zu befreien^ werden wir das eingeschlagene Verfahren 
mit dem damals (Difißr. § 3) gewählten vergleichen. Um in- 
dessen zugleich auch die zweite Hauptfirage nach der Aus- 
dehnung des Quadraturproblems auf andere Kurven im Auge 
zu behalten^ werden wir die damalige Methode derart modi- 
fizieren, daß sie von der Verwendung der geometrischen 
Reihe abgelöst wird. 

Man teile daher das Intervall {(x, ß) (o(r<ß) des Argu- 
mentes X irgendwie in eine Anzahl von Teilintervallen von 
der Größe Ax, so daß die Summe der letzteren HAx wieder 
gleich ß — (Xy oder in kürzerer Bezeichnung, gleich h wird. 
Auf jeder dieser Teilstrecken Ax 2i\& Basis errichte man zwei 
Rechtecke, ein kleineres und ein größeres, deren Höhe durch 
die zur Anfangs- resp. Endabszisse von Ax gehörende Ordi- 
nate (1) gebildet wird. 

Bildet man für sämtliche Ax einmal die Summe der In- 
halte der kleineren, sodann die der Inhalte der größeren Recht- 
ecke, so wird der fragliche Flächeninhalt, falls er über- 
haupt existiert, zwischen jenen beiden Smmnen enthalten 
sein, und dies müßte gelten, gleichgültig welches die Art 
und die Anzahl der Ax wäre, insbesondere müßten, wenn man 
sämtliche Ax gegen Null konvergieren läßt, jene beiden 
Summen gegen einen und denselben Grenzwert, nämlich Ji, 
konvergieren. 

Es soll zuvörderst bewiesen werden, daß die beiden 
Summen unter der angegebenen Voraussetzung in der Tat 
einen und denselben Grenzwert besitzen. Es erscheint dabei 
zweckmäßig, beide Fälle — Summe der kleineren und Sunune 
der größeren Rechtecksinhalte — unter einem allgemeineren zu- 
sanmienzufassen. Man greife in irgend einem Intervalle Ax, 
dessen Endwerte x und x-\-Ax seien, jeweils einen willkür- 
lich gewählten Zwischenwert x^^x + '&Ax (O^d^ 1) heraus, 
und bestimme aus (1) die zugehörige Parabelordinate f{x^)j 
die noch kürzer mit fß. bezeichnet sei. Nunmehr bilde man 
wiederum die auf sämtliche Ax erstreckte Summe S der In- 
halte Axf^ der Rechtecke, je mit der Basis Ax und der 
Höhe U: 



§ 3. Die Parabelquadratur. 29 

(10) S=^2AxU, 

und zeige^ daß diese^ rein analytisch zu denkende Summe für 
lim Ax = stets gegen einen und denselben Grenzwert kon- 
vergiert, gleichgültig, welcher Zwischenwert f^=f(x + 'd'Ax) 
in jedem Teilintervdle Ax herausgegriffen sein mag. Wählt 
man insbesondere alle ^==0 resp, === 1 , so ergeben sich die 
obigen Summen 2Axf{x) und 2Axf{x-\- Ax) der kleineren 
i^esp. der größeren Rechtecksinhalte. 

um den in Bede stehenden Nachweis zu liefern, gehe 
man von einem in der naturwissenschaftlichen Methodik viel- 
fach verwendeten Gedanken aus: man denke sich die Ein- 
teilung des Intervalles h^ß — oc in Teilintervalle Ax schon 
bis zu einem gewissen Feinheitsgrade gediehen, etwa so, daß 
alle Ax, ihrer Große nach, einen vorgeschriebenen kleinen 
Wert 17 (z. B. ein Milliontel) nicht mehr überschreiten. Der 
unter dieser Annahme entstehende Summen wert S (10) dürfte 
sich daim nicht mehr wesentlich ändern, wenn man nunmehr 
jene erste Einteilung von h in Intervalle Ax beliebig weiter 
verfeinert 

Daß zunächst die Summe (10) stets einen endlichen 
Wert besitzt, d. h. zwischen festen endUchen Grenzen ein- 
geschlossen werden kann, ersieht man, wie in Diffr. § 3, S. 18. 
Denn ersetzt man in der rechten Seite von (10) jeden Faktor 
U durch einen obersten Wert, der nie überschritten werden 

kann, das ist aber sicher f(ß) = ~— , andererseits durch einen 

untersten Wert f(a) = ^— , unter den /J^ nie herabsinken kann, 
SO ei^bt sich, da ZAx — h^=ß~<Ki 

womit die Endlichkeit von S dai^etan ist 

In ähnlicher Weise bestimme man, um die Summe S in 
feinere Grenzen einzuschließen, für jedes Teilintervall 
Ax der obigen ersten Einteilung, das also ^97 ist, einen 
obersten imd einen untersten der zu allen denkbaren Zwischen- 
werten X'\''&Ax (wo 1? jetzt das ganze Intervall von bis 1 
durchlaufe) gehörigen Funktionswerte f^ — fipc + d'Ax), 
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Für ein derartiges Teilintervall Ax von x bis x + Ax 

ist offenbar wiederum der zum Endwert x + Ax gehörige 

(x-^- Ax)^ 
Funktions wert f(x + Ax) — - — ^r — — ein solcher oberster oder 

2p 

größter Wert^ und entsprechend der zum Anfangswert x ge- 
hörige Funktionswert A^) = g ein solcher unterster oder 

kleinster Wert. Durchläuft die Variable x stetig das Inter- 
vall Ax von :i; bis 0; + ^^) BO durchlauft auch der Funktions- 
wert f{x) stetig das Intervall von ^— bis - — - — — (Diffr. § 8). 

Die totale Wertanderung w, die f(x) hierbei erleidet: 

(x + Ax)^ — x^ 2xAx + lAxY Ax, 

(12) w^^—^^^-^ = S^^ ^ =:^(2x + Ax), 

' 2p 2p 2p 

pflegt man, in Anlehnung an praktische Yerhältnisse, als die 
„Schwankung" der Funktion f{x) im Intervalle (x, x + Ax) 
zu bezeichnen. Die Stetigkeit der Funktion f{x) „an der 
Stelle x*^ besteht darin, daß w gleichzeitig mit Ax gegea 
Null konvergiert (Diffr. § 8). 

um aber, wie es für die vorliegende Au^be erforder- 
lich ist, diese Stetigkeit genauer abzumessen (Diffr. § 16), 
frage man, wie klein Ax zu wählen ist, damit alle Schwan- 
kungen w (12) eine beliebig kleine vorgegebene (positive) 
Größe € nicht mehr überschreiten: 

(13) w^e. 

Aus (12) und (13) folgt zunächst: 

2p€ 



(14) Ax 



2x-\-Ax ' 



Die rechte Seite von (14) nimmt ihren kleinsten Wert 
an für x=^ß, Ax=0; nimmt man daher: 

(15) "^"^^T' 

so ist die Ungleichung (14) und damit auch die ursprüng- 
liche (13) um so mehr erfüllt. 
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Durch die Erfüllung der Forderung (15) wird der 

Funktion (1) y = ^z— die Eigenschaft der ^^gleichmäßigen'^ 

-^ 
Stetigkeit im ganzen Intervalle (a, ß) (Diffr. § 16) beigelegt: 

in jedem Teilintervalle innerhalb {oc, ß)j dessen Größe Ax 

der Funktion den Wert c nicht überschreiten. Nunmehr 
gehe man von der oben gewählten ersten Einteilung des 
Intervalles (a, ß) in Teilintervalle Ax^ri über zu einer 
zweiten^ beliebig feioeren, zu deren Bezeichnung griechische 
Buchstaben dienen mögen. Irgend ein Teilintervall von der 
Größe Ax werde also in eine beliebige Anzahl neuer ünter- 
intervalle von der Größe A^ zerlegt, so daß: 

(16) Ax=^2A^. 

x^ 
Der Wert der Funktion /"= ^r~ an irgend einer Stelle 



2p 



eines solchen Intervalles A^ sei entsprechend mit q)^ be- 
zeichnet, dann geht das einzelne Glied Axf^ der Summe S 
(10) über in die Summe 2A^(p^. Da der größte denkbare 

Wert von w^ durch ^^ — ^ — - , der kleinste durch -zr- an- 
. . 2p 2p 

gegeben wird, so gilt: 

<17) ^<^Jfy.< ^-^%+^^^ 

Da es darauf ankommt, den absolut zu nehmenden Unter- 
schied zwischen den beiden Ausdrücken Axf^ und ZA^tp^ 
abzuschätzen, so vermindere man jedes Glied der Un- 
gleichung (17) um Axf^, so ergibt sich: 



{x + AxY . 

~w — ^* 



Ax, 



(18) -{f^-^Ax<ZAt<p^~AxU< 

Nun kann sowohl U — w- wie ^^ — - — ^ U die 

2p 2p 

Schwankung to (12) der Funktion f im Intervalle Ax nicht 

überschreiten, und da (13) t«;^« war, auch nicht den Wert e, 

und (18) vereinfacht sich zu: 

18a) —€Ax<I!A$q)^ — Axf^<ieAx. 
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Dies sagt aus^ daß die ,^Korrektion^^ die eio einzelnes 
Glied Axf^ der ursprünglichen Summe S (10) auf Grund 
einer beliebig feineren Einteilung erfahrt^ absolut genommen^ 
unter der Größe eAx bleibt. Wendet man somit dasselbe 
Verfahren auf sämtliche Glieder Axf^ der Summe S an, 
so bleibt die Totalkorrektion, die S vermöge der 
neuen Einteilung erfährt^ absolut genommen^ unter 
der Größe: 

Z£Ax = e(ß~CK) = eh. 

Damit ist bewiesen^ daß die Summe S{).Q) ^2Axf^ 
gegen einen bestimmten Grenzwert, der mit J^ bezeichnet 

sei, für limJic = konvergiert. Denn da die (positive) 
Größe t beliebig klein wählbar ist, so hat man nur, falls 
für irgend eine Einteilung von (ä, ß) in Teilintervalle Ax 
die Summe S die Eigenschaft besitzen soll, sich bei beliebig 
weitergehender Einteilung um weniger als eine beliebig kleine, 

vorgegebene Größe e^ zu ändern, sk^e^ L e. e^^y also 

gemäß (15) die Größe eines jeden Teilintervalles Ax kleiner 

als —^ zu nehmen. Um die Entstehung des Grenzwertes 

Jf noch deutlicher zu machen, wollen wir ihn arithmetisch, 
etwa nach dem Dezimalbruchschema entwickeln. 

Der Bequemlichkeit halber mögen dabei einige nume- 
rische Vereinfachungen Platz greifen. Man nehme a = 0, 
ß=l, mithin h==ß — a==l, sowie auch p = l, femer i> 

x^ 
stets gleich Null d. i. /^ = /(^)=^ • Für die vorgegebene 

Größe € setze man der Beihe nach die Werte 0,1; 0,01; 

0,001; ...; TTT-;..., und wähle Ax gemäß (15) einfech 

ebenfalls der Reihe nach gleich 0,1; 0,01; 0,001; . . .; 

— ; . . . Werden die diesen Einteilungen entsprechenden 

Werte von 8 mit S^, S^, Sg, . . ., iS«, . . . bezeichnet, die 
offenbar eine zunehmende Reihe bilden, so ist damit eine 
arithmetische Darstellung für B gewonnen, die die charakte- 
ristische Eigenart einer Dezimalbruchentwickelung besitzt, 
daß die Zunahme, die der w*® Näherungswert Sw beim Über- 
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gange zum (n+1)*®^ Näherungswert 8n-\-i erfährt, kleiner 
als -TT- ausfällt. Der Grenzwert e/jf von 8 fällt dann er- 

sichtlieh zusammen mit der Summe der unbegrenzten Reihe 
(Diffr. § 23): 

(19) Jfi = ]imS^S, + {S,-S,) + {Ss-S,)+.,. 

+ {8n-\-i — Sn)+ ... 

War das geschilderte Verfahren zur Festlegung des 
Grenzwertes J^ von 8: 

(20) Ji = ]im8-^limi:AxU 

ein rein analytisches, so kann man es nunmehr rückwärts 
auf die Geometrie der Parabelquadratur anwenden. Wenn 
ursprünglich (Difir. § 3, sowie oben) die eindeutige Existenz 
des Inhaltes J^ der von den zu den Abszissen oc, ß gehörigen 
Ordinaten, sowie von den zwischen ihnen liegenden Stücken 
der Parabel und der Abszissenachse begrenzten Fläche der 
Anschauung entnommen, und wenn dieser Inhalt, ebenfalls der 
Anschauung gemäß, zwischen zwei Grenzen, einer Summe 
zu kleiner und einer Summe zu großer Rechtecke, ein- 
geschlossen werden konnte, deren Unterschied dann bei stets 
feiner werdender Einteilung des Intervalles (^, ß) gegen Null 
konvergierte, so wird man jetzt umgekehrt jenen Flächen- 
inhalt erst auf Grund des Grenzwertes von 8 definieren, 
wie folgt: 

IL „Der Inhalt e/f der von der Parabel 

y=z-- = f(x), den zwei zu den positiven Ab- 
Zp 

szissen (x, ß {ß>oc) gehörigen Ordinaten und 

von der Abszissenachse begrenzten Fläche 

wird erklärt als der eindeutig existierende 

Grenzwert \im2 Axf(x + '&Ax), wo f{x + '&Ax) 

den irgend einem Werte des Intervalles 

{x,x + Ax) entsprechenden Wert der Funktion 

x^ 
f{x) = — bedeutet, und die Einteilung des 

Intervalles (ä, ß) in Teilintervalle von un- 

W. Fr. M e y e r y Integralrechnung. 3 
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begrenzt abnehmender Größe Ax gemäß den 
Festsetzungen (13), (15) zu vollziehen ist. 

Wählt man im besonderen jenen Grenz- 
wert einmal in der Form hm2!/ixf(x), das 

andere Mal in der Form limü Axf(x + Jx)y so 

erscheint, in Übereinstimmung mit der An- 
sohauung, der Flächeninhalt eff als einge- 
schlossen zwischen einer Summe von In- 
halten einmal zu kleiner^ das andere Mal zu 
großer Rechtecke, und zwar so, daß der 
Unterschied beider Summen für \imAx = 
gegen Null konvergiert.'^ 



§ 4. Die Quadratur einer beliebigen ebenen Earve. 
Das bestimmte Integral und der zweite Fnndamental- 

satz der Integralreclinnng. 

Der Inhalt des § 3 läßt sich mit gewissen Modifikationen 
auf beliebige ebene Kurven übertragen. 

Eine ebene „Kurve*^*) werde, auf rechtwinklige karte- 
sische Koordinaten bezogen, wenigstens für ein vorgelegtes 
Intervall (a, 6), durch die Gleichung: 

(1) !/ = m 

dargestellt, so, daß jedem Wert der Abszisse x des Inter- 
valles stets ein und nur ein Wert der Funktion y zugehört, 
und damit auch als Endpunkt der Ordinate y ein bestimmter 
Punkt P{x,y) = P der Kurve. Die Funktion f(x) wird an 
jeder Stelle x des Intervalles als stetig vorausgesetzt: man 
kann also den absoluten Wert des Inkrementes Ax stets^ so 
klein annehmen, daß für ein solches (positives oder negatives) 
Ax, und um so mehr für jedes noch kleinere Inkrement, die 
Funktionsdifferenz Ay = fix -\-Ax)—' f(x)y absolut genommen, 
unter eine beliebig klein vorgebbare (positive) Größe ^ 
heruntergedrückt werden kann (Diffr. §§ 8, 16). Durchläuft 

*) Weiteres über den Begriff einer Kurve findet man in 
den §§ 11, 15. 
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dann x stetig (Diffr. § 15) das Intervall {a, b), so ^beschreibt^^ 
der Punkt P stetig die Kurve y = f{x) . 

Wie in Fig. 1 von § 3, beschranke man sich zunächst 
auf ein Teilintervall {oc^ß) von (a,b), innerhalb dessen die 
Funktion f{x) nur positive Werte (ev. inkl. Null) annehme. 
Die Kurve, die beiden zu oc, ß gehörigen Ordinaten und die 
Abszissenachse mögen eine ,,Fläche^^ begrenzen^ deren ^^In- 
h alt 'S wie zuvörderst wieder der Anschauung entnommen 

werde ^ eine eindeutig bestimmte Größe «7^ besitzen soll, 
deren Berechnung die ,^Quadratur'' der Kurve ist. Sobald 
man die Endabszisse ß als variabel betrachtet, und daher 
mit X bezeichnet, erscheint der fragliche Inhalt J^ als , Jn- 
haltsfunktion'' J(x)y die für jedes x von a bis /? eindeutig 
bestimmt und stetig ist. 

Man bilde behufs Ermittelung von J(x) den Differenzen- 
quotienten: 
,ox J(x + Ax)-^Jix) AJ{x) 

Der Zähler AJ{x) stellt dann wieder den Inhalt des 
zu den Abszissen x und x + Ax gehörigen Fiächenstreifens 
dar. Die Differenz Ax, absolut genommen, darf bereits als 
so klein angenommen werden, daß die Funktion f{x) im 
Intervalle {x, x + Ax) resp. (x^-AXfX) entweder nur zu- 
oder nur abnimmt 

Für den Fall der Zunahme folgere man eanz wie in 
§ 3, so erhält man für ein fosiüvJ Ax die ELasohließung 

von — 7^ in die beiden Grenzen: 
Ax 

(3) fix)<^^<f(x + Ax); 

för ein negatives ^:r, im Augenblick mit —Ax^ bezeichnet, 
die entsprechende Einschließung: 

(4) ^(.-^.)<^fc^^^lJM<^(,). 

Würde die Funktion f(x) im Intervalle {x^X'\'Ax) 
resp. (x — AxyX) nur abnehmen , so würden sich bloß die 
beiden Seiten der Doppelungleichung (3) resp. (4) vertauschen. 
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Geht man zur Grenze limJa?=«0 über, so ergibt sich ohne 
weiteres als die Verallgemeinerung des Satzes I des § 3: 

L „Der Differentialquotient J\x) der In- 
haltsfunktion J{x) ist der zu x gehörige Wert 
der Kurvenfunktion (1): 

(I) j'(^)=m, 

oder, geometrisch gesprochen, gleich der 
Endordinate.*^ 

Kennt man daher irgend eine partikuläre Lösung F{x) 
der Differentialgleichung (I), so ist gemäß Satz II des § 1 
jede andere Lösung durch F(x) + c gegeben, wo c eine will- 
kürliche Konstante bezeichnet. Da aber die gesuchte Inhalts- 
funktion J(x) unter diesen Lösungen enthalten sein muß, 
so hat man: 

(5) J{x) = F{x) + c . 

Hier bedeutet jetzt c eine unbekannte Konstante, die, 
sobald man nunmehr auch die Anfangsabszisse cc variieren 
läßt, als Funktion c((x) von a erscheint. Läßt man x gegen 
(X konvergieren, so konvergiert J^ gegen den Wert Null: 

(6) J{(x)^0 = F(oc) + c, 

womit die gesuchte Inhaltsfunktion den Wert erhält: 
(II) Jl = J(x) = Fix) - F{x) , 

und, für x = ß, der ursprünglich gesuchte Flächeninhalt /f 
den Wert: 

(IIa) Ji = F(ß)-^F(oc)==[F{ß) + c]-[Fioc) + c]. 

II.„DerInhalt eT^f des ebenenFlächenstücks, 
das begrenzt wird von den zu zwei Abszissen 
a,^(dx </?) gehörigen Ordinaten der — auf 
der oberen Seite der Abszissenachse liegend 
gedachten — Kurve y = f{x)y sowie von den 
dazwischen liegenden Stücken der Kurve 
und der Abszissenachse, wird erhalten, wenn 
man in einer beliebig herausgegriffenen par- 
tikulären Lösung F(x)-{-c der Differential- 
gleichung (I) J'(x) = f{x) die Werte oc, ß ein- 
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setzt, und sodann die Differenz F{ß) — F((x) 
bildet: 

(IIa) Ji=^F{ß)^F{cc)- 

Offenbar bleibt der Beweis bestehen, wenn a, oder auch 
a und ß nicht mehr positiv sind. 

Ist dagegen die Funktion f(x) ün Intervalle {<x,ß) ne- 
gativ (ev. an einem Endpunkte oder an beiden Null), so geht 
ersichtlich för J'^ = J{x) als den absolut von ^ bis o; ge- 
nonunenen Inhalt die Differentialgleichung (I) über in: 

(10 J'{x) = -f{x), 

folglich die Formel (IIa) über in: 

(IlaO -Ji^ F{ß) - F(pC) . 

Beide Fälle lassen sich wiederum, wie in Diffr. § 3, 
S. 32, unter dem allgemeineren zusammenfassen, daß die 
Kurve (1) die Abszissenachse mehrmals schneidet, und führen 
zu dem Ergebnis: 

n'. „Die rechte Seite von (IIa) stellt die 
algebraische Summe der ober- und unterhalb 
der Abszissenachse befindlichen Flächen- 
stücke dar, wo die ersteren positiv, die letz- 
teren negativ zu rechnen sind.*)" 

Die Kegel II resp. 11' wird praktisch (s. die Beispiele 
in § 7) immer da anwendbar sein, wo eine partikuläre 
Lösung der Differentialgleichung (I) irgendwie bekannt ist 
Wo das aber nicht der Fall ist, wird man die Existenz 
(und Stetigkeit) einer solchen Lösung überhaupt erst beweisen 
müssen, wodurch dann auch die Lücke des § 1 ausgefüllt 
werden würde. 

Daher soll nunmehr die Existenz und Stetigkeit des 

Flächeninhaltes «7^ direkt nachgewiesen werden, und zwar 

so, daß man sich, wie in § 3, gleichzeitig von den oben, 

wie in § 3, getroffenen Anschauungsannahmen frei macht. 

x^ 
Um den in § 3 für die Parabelfunktion f{x) = - - ge- 

f&hrten Beweis auf eine beliebige Funktion f{x) auszudehnen, 

♦) Für « > i^ hat man nur die Werte „positiv** und „negativ** 
zu vertauschen. 
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werden wir vor allem wieder der Funktion f{x) die Eigen- 
schaft der gleichmäßigen Stetigkeit*), d.h. ^^der Stetigkeit 
im ganzen Intervall {oc,ß)" beizulegen haben: 

,JBedeutet e eine beliebig kleine vorge- 
schriebene (positive) Größe, so soll es stets 
möglich sein, den absoluten Wert von Ax so 
klein zu wählen, daß, wo sich auch das Inter- 
vall {x, x-{-Ax) im Intervalle (a, ß) befindet, 
und um so mehr für jedes noch kleinere Teil- 
intervall, der absolute Wert der Funktions- 
differenz Af = f{x + Ax) — f(x) kleiner als e 
bleibt.« 
Jedenfalls kommt einer Funktion f{pc)j für die die Voraus- 
setzungen des Cauchy sehen Mittelwertsatzes (§ 1; Diffr. § 15) 
für das Intervall (a, ß) erfüllt sind, die gleichmäßige Stetig- 
keit daselbst zu. Denn es gilt dann: 

(7) Af=f{x + Ax)-m=^Axm), 

WO f einen unbekannten Mittelwert zwischen x und x-\-Ax 
bezeichnet. 

Da fipo) für jedes x von (a, ß) stetig, also auch end- 
lich sein soll, läßt sich ein positiver Wert M angeben, den 
\{f{x)\ in (ä, /8) nicht überschreitet, so daß: 

(8) \Af\^.\Ax\M. 

Soll \Af\ stets unter der Größe e bleiben, so hat man 
nur \Ax\ so klein zu wählen, daß: 

(9) i-4^!<i 

ausfällt. 

Das zweite Hauptmoment des damaligen Beweises (§ 3) 
für einen eindeutigen Grenzwert von eT'f (bei der Parabel- 
funktion) bestand in dem Begriff der „Schwankung^' von 
f(x) im Intervall (a, ß) resp. in irgend einem Teilintervall 

(XyX'\'Ax). ^2 

Die Schwankung der speziellen Funktion f(x) = o 
ergab sich unmittelbar als die positive Differenz zwischen 

*) S. die weiter unten folgende Anmerkung zu Satz m. 
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dem obersten (größten) und untersten (kleinsten) der Werte, 
die fix) in dem fragliehen Intervall annahm, und diese 
beiden Werte fielen gerade mit den Werten von f{a^ in dem 
£nd- resp. Anfangswerte (von x) des Intervalles zusammen. 

Das letztere wird für eine beliebige Funktion f{x) im 
allgemeinen nicht mehr zutreffen; überdies bedarf aber der 
Begriff des obersten und untersten Wertes von f(x) in einem 
Intervalle einer arithmetischen Präzisierung, die zugleich 
deren Existenz gewährleistet, um so mehr, als jene beiden 
Begriffe für die ganze Analysis von grundlegender Be- 
deutung sind. 

Wie damals (Diffr. § 15) denken wir uns jeden be- 
stinmiten Zahlwert x durch einen, endlichen oder unend- 
lichen, Dezimalbruch festgelegt, und umgekehrt soll jeder 
Dezimalbruch einen bestimmten Zahlwert ä ergeben. 

Die Werte einer Funktion f{x) in einem gegebenen Inter- 
valle bilden eine gewisse Mannigfaltigkeit von Zahlwerten a; 
allgemeiner sei jetzt eine beliebige Mannigfaltigkeit oder 
„Menge" von Zahlwerten (x vorgelegt, die, stetig oder un- 
stetig, aus einer begrenzten oder unbegrenzten Anzahl be- 
stehe. Es sei nur vorausgesetzt, daß kein (k unendlich groß 
werde, d. h. daß sich alle x der Menge innerhalb eines be- 
stimmten endlichen Intervalles (a, h) befinden. 

Man denke sich der Einfachheit halber die Werte x 

der Menge ihrer zu- oder auch abnehmenden Größe nach 

aufeinanderfolgend, wie es in dem Beispiele der Werte von 

x^ 
f{x) = -^ im Intervall (x,x + Ax) der Fall war, wo der 

Wert fix) zugleich der unterste oder „erste", der Wert 
f{x + Ax) der oberste oder „letzte*' war. Nimmt man da- 
gegen das Beispiel der Beihe: 

so ist 1 das erste und zugleich oberste Element, hingegen 
kann von einem letzten und zugleich untersten Elemente 

keine Bede sein, da zu jedem noch so kleinen Elemente -^ 

noch unbegrenzt viele darauf folgende existieren, die kleiner 
sind. Damals (Difir. § 1) war der Ausdruck eingeführt^ daß 
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die Elemente der Beihe (10) den Grenzwert oder die 
Grenze Null besitzen. Hiermit sollte die Tatsache be- 
zeichnet sein, daß^ wenn auch die Null selbst der Reihe oder 
Menge (10) nicht angehört^ doch in jedem beliebig kleinen 
Intervalle (0, e) noch unbegrenzt viele Elemente von (10) 
vorkommen; man hat ja nur n so groß zu wählen , daß 

^<e wird. Es wird jetzt zweckmäßig sein, genauer von 

einer unteren Grenze Null der Menge (10) zu sprechen, 
andererseits aber auch Eins als die obere Grenze der 
Menge zu bezeichnen, also den Fall mit einzubegreifen, wo 
ein größter (resp. kleinster) Wert cc existiert, der der Menge 
selbst angehört. 

Um ein einfaches Beispiel einer Menge zu konstruieren, 
deren obere, wie untere Grenze der Menge selbst nicht 
angehört, füge man jedem Element oc der Menge (10) das 
Element 2 — a hinzu; die obere Grenze ist 2, die untere 0. 

Um jetzt für eine beliebige, in einem gegebenen Inter- 
valle (a, 6) befindliche Menge von Werten cc die Existenz 
einer oberen und unteren Grenze in dem angegebenen Sinne 
nachzuweisen, wende man dasselbe Verfahren an, das (Diffr. 
§ 15) zum Beweise des Rolleschen Theorems diente. 

Es mag genügen, etwa die untere Grenze zu behandeln. 
Man teile das Intervall (a, b) von der Größe h = b — a in 
zehn gleiche Teilintervalle, und suche, von unten beginnend, 
das erste derselben auf, das wenigstens ein Element der 
Menge enthält*), es sei dieses das {i^ + l)*®(ti = 0, 1, ... 9). 

Ist der Anfangswert öt-|-y?r dieses Teilintervalles selbst ein 

Element der Menge, so ist er bereits die gesuchte untere 
Grenze der Menge, und der Prozeß ist abgeschlossen. Im 
anderen Falle teile man das (i^ + 1)*® Teilintervall von neuem 
in zehn gleiche Teile, und es sei das (% + 1)*® (^2 = 0, 1, . . . 9) 
Unterintervall das erste, das wenigstens ein Element der 

Menge enthält. Gehört der Anfangswert a + jtt + t^v^t der 

*) Dabei möge der Endwert eines Intervalles (abgesehen vom 
letzten) als der Anfangswert des nächstfolgenden in Anrechnung 
gebracht werden, und das gleiche soll von den weiteren Ein- 
teilungen gelten. 
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Menge an, so bildet er die untere Grenze der Menge; 
anderenfalls fahre man von neuem in derselben Weise fort 

Entweder erreicht dieser Prozeß nach einer bestimmten 
Anzahl) etwa von n, Malen ein Ende, dann ist der Anfangs- 
wert des letzten — (i„ + 1)*«^ — Teilintervalles : 

wo jedes i eine der Zahlen 0, 1, ... 9 ist, ein Element der 
Menge und zugleich deren untere Grenze. 

Oder aber der eingeschlagene Prozeß bricht nie ab, 
dann bestimmen die sukzessiven Anfangswerte der so ent- 
stehenden Teilintervalle von der Größe: 

h h h 



10^ 102^"-10«''" 

eine feste Zahl J.^ die in den unbegrenzten Dezimalbruch 
a + Ä • O,«!«^ . . . i„ . . . entwickelbar ist. Dieser Zahlwert A 
bildet in der Tat die untere Grenze der Menge; keiner 
seiner Näherungsbrüche: 

a + Ä • , ii «2 • • • ^« (n = 1 , 2 , . . .) 

gehört der Menge an, wohl aber befindet sich in dem 
Intervalle: 

(a + h- 0, iiig •.•*«, a + Ä. 0, i^i^ . ..inin+i) 

stets mindestens ein Element der Menge, oder, was auf das- 
selbe hinauskommt, wenn e eine beliebig kleine vorgegebene 
(positive) Größe ist, so enthält das Intervall {A, A + e) stets 
wenigstens ein Element der Menge. 

Damit*) ist der grundlegende Hilfssatz nachgewiesen: 

*) Mit denselben Hilfsmitteln wird der andere grundlegende 
Satz bewiesen: ,,Eine, in einem endlichen Intervalle befindliche 
Menge von unbegrenzt vielen Zahlwerten besitzt stets mindestens 
eine Häufungsstelle JGT, d. h. es gibt eine Stelle H derart, dafi 
sich in jedem noch so kleinen Intervalle {H — s, JBr+«) un- 
begrenzt viele Elemente der Menge befinden.^ Dabei kann H 
entweder eine der beiden Grenzen der Menge sein oder aber 
zwischen denselben liegen. Auf Grund dieses Satzes läßt sich 
auch beweisen, dafi eine an jeder Stelle eines endlichen 
Intervalles stetige Funktion auch im ganzen Intervalle 
gleichmäßig stetig ist. 



4 
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m. ^^Eine beliebige, aber in einem end- 
lichen Intervalle {a, b) befindliche Menge 
von Zahlwerten oc besitzt sowohl eine untere 
Grenze Ä, wie eine obere Grenze J5, d. h., wie 

klein auch eine positive Größe e gewählt 
werden mag, es befindet sich sowohl im 
Intervall {Ä, Ä + e), wie im Intervall (B,B — e) 
mindestens ein Element der Menge — wobei 
auch der besondere Fall zulässig ist, daß A 
resp. B resp. beide Werte selbst der Menge 
angehören — , während es kein Element der 
Menge gibt, das kleiner als A resp. größer 
als B wäre." 

Damit ist der Begriff der Schwankung der Menge der (x 
ohne weiteres gegeben: 

nia. „Unter der Schwankung einer Zahlen- 
menge des Satzes III ist die positive Dif- 
ferenz B— A ihrer oberen und unteren Grenze 
zu verstehen." 

Kehren wir nunmehr zu der ursprünglich vorgelegten 
Menge der Werte einer in einem Intervalle (a, ß) stetigen 
Funktion f(x) zurück, so zeigt der Satz III, daß diese eine 
obere Grenze B und eine untere Grenze A besitzen, und 
daß die „Schwankung w der Funktion f(ic) in dem Inter- 
valle'' d. i die Schwankung der Menge der Funktionswerte, 
durch B—A angegeben wird. 

Jetzt läßt sich auch die gleichmäßige Stetigkeit 
einer Funktion f(x) in einem Intervalle (a, ß) einfacher 
definieren: 

nib. „Bedeutet wiederum e eine beliebig 
kleine vorgegebene (positive) Größe, so soll 
es stets möglich sein, den absoluten Wert 
von Ax so klein zu wählen, daß, gleichgültig 
wo sich das Teilintervall {x, x + Ax) inner- 
halb (^, ß) befindet, die Schwankung w der 
Funktion (in dem Intervalle) unterhalb e 
bleibt« 

Denn ist i^ < ß, so ist um so mehr die absolute Differenz 
irgend zweier Werte der Funktion innerhalb des Teil- 
intervalles (XyX+Ax) kleiner als e. 



§ 4. Die Quadratur einer beliebigen ebenen Kurve usw. 43 

Nach diesen VorbereituDgen läßt sich der in § 3 für die 

Parabelfunktion f{x) = ^— geführte Beweis^ daß die Summe 

(11) S=:ZAxU 

für limJ^r = einen bestimmten Grenzwert besitzt, fast ohne 
weiteres auf eine beliebige, in einem Intervall (a, ß) gleich- 
mäßig stetige Funktion f{oc) übertragen. Hier bedeute wieder 
/i den zu irgend einem Werte des Teilintervalls (Xy x + Ax) 
gehörigen Wert von f(x). Die Größe aller Teilintervalle sei 
bereits so klein, etwa ^rj gewählt, daß die Schwankung w der 
Funktion in jedem der Teilintervalle unter die vorgegebene 
Größe € zu Uegen kommt. 

Die Summe (11) läßt sich zwischen zwei endlichen Grenzen 
einschließen. Denn ersetzt man jeden Faktor f^ einmal durch 
die obere Grenze B, das andere Mal durch die untere Grenze Ä 
von f{x) in {«, ß), so kommt: 

(12) hÄ<8<hB. 

Die obige erste Einteilung von {oc, ß) in Teüintervalle 
^1] werde nun beliebig verfeinert, indem jedes Teilintervall 
von der Größe Ja? in eine Reihe neuer Unterintervalle, je- 
weils von einer Größe Jf , zerlegt wird. Jedes Glied Axf^ 
der Summe (11) zerlegt sich dadurch in die Summe: 

(13) 2:AS(p^, 

wo 99« den zu irgend einem Zwischen wert eines IntervaUes A^ 
gehörigen Wert von f{x) bedeute. 

Da die Schwankung w von f{x) in jedem Intervall 
(x, x + Ax) kleiner als e ist, so wird die Summe (13) ver- 
größert, wenn jeder Faktor (p^ durch /i + « , und verkleinert, 
wenn er durch f^ — e ersetzt wird. Also ist: 

Ax(fi). — €)<i:A^(p^<Ax(fi^ + e), 

oder, wenn man überall Axfi^ abzieht, da Ax = 2!AS: 

(14) — eAx <I1A f 9?^ — Axf^<eAx . 

Somit bleibt die Korrektion, die irgend ein Glied Axf^ 
der ursprünglichen Summe (11) bei der neuen feineren Ein- 
teilung des Intervalles (a, ß) erfährt, absolut genommen, 
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unterhalb eAx. Wendet man dasselbe Verfahren auf alle 
Produkte Axf^ von (10) an, so ergibt sich*): 

IV. „Die Totalkorrektion, die die Summe 
8=^2Axf^ auf Grund einer beliebig feineren 
Einteilung des Intervalles (ä, ß) erfährt, 
bleibt, absolut genommen, unter der Größe 

2eAx^e{ß — (K) = e%. 

Damit ist bewiesen, daß die Summe 
S=2Axfff. für lim/dir=0 einen bestimmten 
Grenzwert besitzt, der mit J^ bezeichnet sei: 

(III) Ji^^limüAxU. 

Der rechtsstehende Grenzwert wird das be- 
stimmte Integral der Funktion f{x) zwischen 

ß 
den Grenzen oc, ß genannt und mit jf{x)dx be- 
zeichnet: « 



a 



ß heißt die obere, oc die untere Grenze des 
Integrals." 



*) Es üeBe sich noch einwenden, daß man möglicherweise 

zu einem andern Grenzwerte als J^ gelangen könnte, wenn man 

irgend eine andere Ausgangseinieilung, die zu einer Summe St, 
statt 8f führen möge, zugrunde legte. 

Diesem Einwand läßt sich jedoch leicht hqigegnen. Man darf- 
annehmen, daß auch für jedes Teilintervall &r neuen Ausgangs- 
einteilung die Schwankung der Funktion f(x) bereits unter der 
Größe e bleibe. Man nehme alsdann eine dritte Ausgangseinteilung 
zu Hilfe, die dadurch entsteht, daß die beiden ersten aufeinander- 
gelegt (superponiert) werden ; diese führe zu einer Summe S^ . Dann 
ist die dritte Einteilung feiner als jede der beiden ersten; mithin 
gilt nach Satz IV für die beiden Korrektionen: — sh<^S^ — <S<eÄ, 
— «Ä < Äj — 5i < «Ä , d. h. der absolute Wert sowohl von S^ — S, 
wie von ^^2 — S^ liegt unter eh. Daher liegt die Summe dieser 
beiden absoluten Werte unter 2eh, und es gilt sicher für die 
Differenz (Äg — iSf) — (Ä, — 5i) = Ä — Ä: —2eh <8i — 8 <2eh. 
Folglich konvergiert der Unterschied der beiden Summen ^S^ und jS^i 
bei beliebig abnehmendem e gegen Null, d. h. beide Summen be- 
sitzen denselben Grenzwert jf . 
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Man nennt auch f(x) die unter dem Integralzeichen 
stehende oder die zu integrierende Funktion oder 
fcurz die Integralfunktion, und spricht von dem „von ä 
bis ß genommenen^^ Integral; die Variable x heißt die 
Integrations variable. 

Sowohl das Wort „Integral" (lateinisch ]ntegrale)i wie 
das Zeichen j (ein verlängertes Summenzeichen) soll aus- 
drücken, daß eine Summierung, nämlich über lauter Produkte 
von der Form Axf^ vorgenommen wird, aber mit der — durch 
das Differentialzeichen dx schärfer hervorgehobenen — 
Besonderheit, daß diese Summe einem Grenzprozeß, lim Ja; = 0, 
unterworfen worden ist. 

Der Grenzwert Jf (III) läßt sich, wie in § 3, geometrisch 
als Inhalt eines ebenen Flächenstückes deuten. Beschranken 
wir uns der Einfachheit halber* wieder auf den Fall, daß f(x) 
im ganzen Intervalle (ä, ß) nur einerlei Vorzeichen, etwa das 
positive, besitzt, so fasse man einen solchen Näherungswert 
8 (11) von J^ ins Auge, daß in jedem Teilintervall (x^ x + Ax) 
die Funktion entweder nur zu- oder nur abnimmt. Wählt man 
dann den Wert /^ in den ersteren Teilintervallen je gleich 
f(x), in den letzteren je gleich f{x + Ax), das zweite Mal 
aber umgekehrt, so erscheint S eingeschlossen zwischen den 
Summen zu kleiner und zu großer Inhalte von Rechtecken, 
die beidemal je die nämliche Basis Ax besitzen. Der unter- 
schied beider Summen konvergiert nach Satz IV für lim Ja; = 
gegen Null. In Übereinstimmung mit der Anschauung setzen 
wir daher fest: 

V. „Der Inhalt J^ des Flächenstückes, das 

begrenzt wird von einer im Intervall {(Xyß) 

oberhalb der Abszissenachse gleichmäßig 

stetig verlaufenden Kurve y = f(x), von den 

beiden zu <x, ß gehörenden Ordinaten und 

dem zwischen oc, ß befindlichen Stück der 

Abszissenachse, wird erklärt als der eiur 

ß 
deutig existierende Grenzwert J^== jf(x)dx 

a 

= WmUfix + &Ax)Ax, wo x + 1? Ja; jeweils irgend 

ein Zwischenargument des Intervalles 
(XyX + Ax) bedeutet/* 
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,j Allgemeiner stallt wteder^ wie im Satze II' 

des § 3, Ji=^jf{po)dx bei mehrmaligem Schnitt 

der Kurve mit der Abszissenachse die alge- 
braische Summe der Inhalte der einzelnen 
Flächenstücke dar, und für a>/8 i8tJf=—e7'^/' 

Nunmehr läßt sich auch noch nachweisen, daß, wena 
der Eodwert ß im Intervall (a, ß) wieder variabel, ==Xy ge- , 
dacht wird, die Funktion J(x) = e7^ eine daselbst gleichmäßig 
stetige Funktion ist, sowie^ daß der Difierentialquotient J\x) 
nichts anderes ist, als die Funktion f{x) selbst^ in Uberein- 
Stimmung mit dem auf Grund der Anschaumig gewonnenen 
Ergebnis I. ß 

Aus der Definition von «7f = YxuiZAxf^ = ff{x)dx gehen 

Ax=A a 

unmittelbar die beiden Hilfssätze hervor: 

VI. „Sind a, 6, c irgend drei Werte eines 
Intervalles (a, ß), in dem die Funktion f(x) 
als gleichmäßig stetig vorausgesetzt wird, 
so gelten die beiden Formeln: 

a b 

(IV) jf(x) dx = - ff{x)dx , 

h a 

(V) lf{x)dx+jf{x)dx=jf{x)dx." 

a b a 

Somit stellt sich^ da: 

x-\-Ax X a 

J{x+ Ax) = jf(x)dx , ~J{x)=^—jf{x)dx==jf{x)dXj 

a a X 

die Differenz AJ{x) als ein bestimmtes Integral dar: 
(15) AJ(x) = J{x + Ax)-J{x)^ff(x)dx. 



X 



Bezeichnen A^, B^ die untere, resp. obere Grenze von 
f{x) im Intervalle {XyX + Ax)y so ist gemäß (12): 

x-\'Ax 

(16) AA*Ax<jf{x)dx<B/i'Ax. 

X 
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Beide Seiten dieser Doppelungleichong konvergiereii 
zugleich mit Ax gegen Null, also auch deren Mitte, mithin 

X 

ist die Funktion J{x)^jf{pS)dx an der Stelle x stetig. 

Offenbar ist J{pc) auch gleichmäßig stetig im Intervalle ((Xyß); 
denn, für B als die obere Grenze von f(x) daselbst und e 
als eine beliebig kleine gegebene (positive) Große, braucht 
man nur: 

(17) M^I<|W 

zu wählen, um \AJ{x)\<,e in jedem Teilintervalle von einer 
Größe ^\Jx zu erhalten: « 

Vn. „Die Funktion J{x) = jf(x)dx ist im 

Intervalle {x, ß) eine gleichmäßig stetige 
Funktion von x.'^ 
Man drückt den Inhalt dieses Satzes kurz in der 
Formel aus: 

(18) ff{x)dx = 0. 



X 



Um jetzt die Ableitung von J{x) zu ermitteln, nehme 
man zunächst Jx sls positiv an und dividiere die Doppel- 
ungleichung (16) mit Jx: 

(160 A,<^<B,. 

ax 

Für ein negatives Ax vertauschen sich nur beide Seiten 
dieser Doppelungleichung. Geht man zur Grenze für 
limJa; = über, so konvergieren beide Seiten der Doppel- 
ungleichung (16^ gegen /"(a;), die Mitte gegen J'{pS). Somit 
gilt, in Übereinstimmung mit dem aiS* Grund der An- 
schauung g ewonn enen Ergebnis I: 

VIH. „Betrachtet man das bestimmte 

X 

Integral jf(x)dx als Funktion «/"(ic) seiner 

oberen Grenze x, so fällt seine Ableitung e7^(a:) 
mit der Integralfunktion f{pi^ zusammen: 

(I) J\x) = f{x)." 
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Demnach besitzt die Differentialgleichung (T) für ein 
vorgelegtes Intervall (a, ß), in dem f{x) als gleichmäßig 
stetig vorausgesetzt wird, stets eine partikuläre Losung^ 

X 

nämlich die Funktion J{x)= jf(x)dx. Nach dem ersten 

Fundamentalsatze (§1) ist damit die allgemeine oder voll- 
ständige Lösung von (I) in der Gestalt F{x)'^J{x)-{'C ent- 
halten^ wenn c eine willkürliche Konstante bedeutet 

IX. ,^Man nennt die allgemeine Lösung 

X 

F{x) = jf(x) dx + c der Differentialgleichung (I) 

J\x) = f(x) das unbestimmte Integral der Funk- 
tion f(x); dieses ist also nichts anderes, als 
jede, im Intervall (a, ß) gleichmäßig stetige 
Funktion, deren Ableitung an irgend einer 
Stelle X des Intervalles mit f(x) überein- 
stimmt." 

Versteht man unter a^, ß^ irgend zwei Werte des 
Intervalls (a, ß), so folgt aus (IV), (V): 

ß et ß 

(VI) F(ßi) - J'(«i)*) = ff(x) dx - Jt\x) dx - ff ix) dx , 



«1 



oder in Worten: 

X. „Aus dem unbestimmten Integral F{x) 

X 

= ff{x)dx + c geht rückwärts wieder das be- 



a 



Stimmte Integral von f(x), mit der oberen 
Grenze ß^ und der unteren Grenze öCi, gemäß 
(Vi) hervor, wenn man in F{x) für x die 
Werte ß^y äj substituiert und sodann die 
Differenz jP(j8i) - jP(ai) bildet.« 

Wenn man die willkürliche Konstante c in der ali- 
as 

gemeinen Lösung F(x) =^ jf{x) dx + c von (I) auf einen ge- 

a 

wissen Spielraum beschränkt, kann man sie in die untere 

*) Eine Differenz einer Funktion F{x) von der Form F(ß) 
— F{a) bezeichnet man entsprechend kürzer mit [F(xy]^. 
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Grenze des Integrals werfen. Sei {(Xyß) ein Intervall, in dem 
die gleichmäßige Stetigkeit von f(x) zntreffe resp. bekannt 
sei und oc^ ein beliebig in*) (a,/?) gewählter Wert, so gilt 
gemäß (IV), (V): 



(X X 



(1 9) jf{x) dx = jt\x) dx + ff (x) dx == Jf(x) + c . 

Beschränkt man demnach, was für viele Anwendungen 
hinreicht, die Variabilität von c auf die des Integrals jf{x) dx, 
wo nunmehr dicr untere Grenze a^ von oc bis ß variiere, so 
repräsentiert für diesen Spielraum von c das Integral j 

eil 

selbst die allgemeine Lösung von (I). In der Tat bleibt 
der Satz Vm, wie seine Herleitung zeigt, gültig, wenn man 
(X durch irgend einen Wert a^ zwischen oi und x ersetzt; 

Versteht man imter AyB die untere resp. obere Funktions*^ 
grenze des als Funktion von x^ aufgefaßten Integrals 

jf{x)dx im Intervall (a,/?), so läßt sich c in der Form 



et 



A + i^B darstellen, wo nunmehr ^ die willkürliche Kon- 
stante repräsentiert, die alle Werte von bis 1 annehmen 
darf. In diesem Sinne ist der Satz zu verstehen: 

XI. „Das unbestimmte Integral geht aus 
dem bestimmten hervor, indem man dessen 
obere Grenze als unabhängige Variable; 
dessen untere Grenze als willkürliche Kon- 
stante betrachtet.*' 

Die wesentlichsten Ergebnisse dieses § mögen zusammen- 
gefaßt werden als der zweite Fundamentalsatz der Inte- 
gralrechnung: 

XII. „Denkt man sich ein Intervall {oc, ß) 
von Xy in dem die Funktion f(x) als gleich^ 
mäßig stetig vorausgesetzt wird, in eine be- 

*) Der Ausdruck „Stelle a, in einem Intervalle (a,/^" soll 
besagen, daß ot^ im besondern auch in eine der beiden Grenzen 
a,ß fallen darf. 

W. Fr. Meyer, Integralrechnung. 4 
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liebige Anzahl von Teilintervallen {x,x + Av) 
zerlegt, und bedeutet f^ den jeweiligen Wert 
von f an einer beliebigen Stelle eines solchen 
Teilintervalles, so ist lim^Axfo, gemäß lY ein 

bestimmter Orenz wert e/'jf, das von der unteren 
Grenze oc bis zur oberen Grenze /3 genommene 

bestimmte Integral jf(x) dx der Funktion f(x).^ 

Geometrisch bedeutet <7^ gemäß Y den Inhalt eines 
gewissen, durch die Kurve y = f{x), sowie durch die Werte 
a, ß festgelegten ebenen Flächenstückes. Nach YH ist die 

Funktion J(x) = jf{x)dx eine in (a,/8) gleichmäßig stetige, 

^^ et 

und gemäß YIII eine partikuläre Losung der Differential- 
gleichung (I) J\x)=f(x), während deren allgemeine Lösung 



X 



nach IX durch das unbestimmte Integral F{x)^jf(x)dx + c 



(X 



dargestellt wird, wo c eine willkürliche Konstante bedeutet. 
Nach IX, X läßt sich sowohl das unbestimmte Integral aus 
dem bestimmten herleiten, wie umgekehrt. 

Im nächsten Paragraphen sollen noch drei weitere grund- 
legende Sätze über das Integral aufgestellt werden, der 
Mittel wertsatz, die Regel der Substitution, sowie die der 
partiellen Integration. Dann aber werden wir in der Lage 
sein, noch vor einer systematischen Untersuchung der ein- 
zelnen Klassen von Integralen, einen ausgedehnten Kreis 
von Aufgaben erledigen zu können, um so die Tragweite 
der gewonnenen Grundlagen zur Genüge erkennen zu lassen. 



§ 5. Der Hittelwertsatz der Integralreelinnng. 
Die Sabstitation einer neuen unabhftngigen Yariabeln. 

Die partielle Integration. 

Aus den Definitionen des bestimmten und des un- 
bestimmten Integrals (§ 4, Sätze lY, IX) lassen sich einige 
grundlegende Folgerungen ziehen. Es treten häufig bestimmte 
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Integrale auf^ deren Integralfunktion das Produkt*) zweier 
Funktionen f{x)y <p{x) ist^ die innerhalb der Grenzen »f ß 
des Integrals als gleichmäßig stetig vorausgesetzt werden; 
obendrein sei bekannt, daß die eine der beiden Funktionen, 
etwa q?{x)f im Intervalle {oc, ß) ihr Vorzeichen nicht wechsle, 
also etwa nur positiv (inkl. Null) sei 

Man gehe wiederum erst von einem Näherungswerte 8 

ß ß 

(§ 4, Formel (11)) von jf(x)q){x)dx (oder kürzer fffpdx) aus: 

(1) 8=2:Axf(x + »äx)<p{x + '»/lx)-=2:AxU<Pi^, 

wo sich die Summe über alle Teilintervalle (XfX + /dx) von 
{Xfß) erstreckt und x + '&äx ein beliebig herausgegriffener 
Wert innerhalb eines solchen Teilintervalles seL Versteht 
man wieder unter A, B die untere resp. obere Grenze der 
Funktion f(x) in (0C9 ß), so fließt aus (1), wenn man jedes 
U einmal diux^h Ä, das andere Mal durch B ersetzt, die 
Doppelungleichung: 

(2) A2Ax(p^<8<B2Axip^, 

Diese Doppelungleichung bleibt gültig, wie weit auch 
die Einteilung von (ä,j8) in Teilintervalle getrieben werde; 
man hat daher für lim Ja; = 0: 

ß ß ß 

(I) ÄJq)dx<,jf(pdx<Bf<pdx. 

Diese Formel läßt sich in eine für viele Anwendungen 
bequemere Gestalt bringen. Zieht man in (J) überall die 
linke Seite ab, so kommt: 



(3) 



<lfq?dX'-Äfq)dx<:i{B—Ä)jq>dx. 



oc 



♦) Aus der Darlegung in Diffr. § 13, S. 150 folgt sofort, daß, 
wenn die beiden Funktionen f, <p einzeln in (cc,ß) gleichmäßig 

stetig sind, es auch ihr Produkt ist, womit das Integral ]f<p dx 

definiert ist. ^ 

Von jetzt ab möge übrigens die Voraussetzung, daß die In- 
tegralfunktion eines bestimmten Integrals zwischen dessen Grenzen 
gleichmäßig stetig sein soll, stets als erfüllt betrachtet und daher 
nicht immer besonders erwähnt werden. 

4* 
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Somit ist^ da nach Voraussetzung (p in {(x, ß) nicht 

negativ werden darf, (B—A)j(pdx positiv, demnach der 

ß ß "" 

jf<p dx — Ajq) dx 

Quotient ~ ^ ®^^ bestimmte Größe zwischen 

{B~Ä)f(pdx 

a 

und 1, die mit bezeichnet werde. Umgekebi-t deckt 
sich diese Tatsache mit dem Inhalte von (I). Da B—A 
nichts anderes ist als die Schwankung (§ 4, Illa) von f(x) 
in (ä, /8) — sie sei mit Q bezeichnet — , so nimmt nunmehr 
die Doppelungleichung (I) die Gestalt der Gleichung an: 

(I') jfq) dx = {A-{- eü)j<p dx . 



a, » 



Hier bedeutet der Faktor A + ßä rechterhand einen 
unbekannten Mittelwert von f(x) in (oc^ß), da nach dem 
Bolleschen Theorem (Diffr. § 15) eine in {x, ß) stetige 
Funktion f(x), deren Werte die Eigenschaft A^f(x)^B 
besitzen, ieden zwischen A und B gelegenen Wert: 

A + e{B-A) = A + eQ 

mindestens einmal annehmen muB. Das zugehörige Argument 
läßt sich, für h^ß — oc, in der Form oc + '&h schreiben, wo 
wiederum & einen unbekannten Wert zwischen und 1 be- 
deute, so daß (I*) die Gestalt erhält: 

ß ß\ 

(I a) jf(p dx = f{(x + ^h)j(p dx . 



a 



OflFenbar gilt diese Darstellung auch für eine in ((x,ß) nur 
negative Funktion q>(x). 

Dies ist der, zum Unterschied von dem (Oauchy sehen) 
Mittel wertsatz der Differentialrechnung (Diffr. § 15), so- 
genannte Mittelwertsatz der Integralrechnung: 

I. „Zerfällt die Integralfunktion eines be- 
stimmten Integrals mit den Grenzen (x, ß in 
ein Produkt von zwei Funktionen f(x), <p{^)y 
deren eine, etwa (p{x), im Intervall (oc, ß) nur 
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einerlei Vorzeichen besitzt^ so zerfällt auch 
das Integral in ein Produkt zweier Faktoren, 
nämlich in das zwischen denselben Grenzen 
genommene Integral der Funktion (p{x) allein 
und einen Mittelwert der Funktion f(x)/^ 

Ist im besonderen q)(x) = l, so reduziert sich die 
Formel (la) auf die folgende: 

ß 
(Ib) ff{x) dx = t\(x + i^A) A , 

«1 

die dasselbe aussagt^ wie die Formel (12) des § 4. 

Zu einem weiteren grundlegenden Satze über Integrale 
gelangt man durch Einführung einer neuen unabhängigen 
Veränderlichen. Man gehe wiederum zunächst von einem 
Näherungswerte : 

(3) 8=2f{x + '»Ax)dx^2UAx 
des Integrals J^ = jf{x)dx aus. 

Es sei jetzt vermöge: 

(4) x^(p{z) 

> 

X eine in {fx^ ß) eindeutig umkehrbare, (Diffr. § 10)^ gleich- 
mäßig stetige Funktion einer neuen Yariabeln Z] es soll 
also^ wenn x das Intervall {(x,ß) stetig durchläuft, auch z 
ein Intervall {z^yZ^ stetig durchlaufen, und zwar so, daß 
dabei jedem Werte von x je nur ein Wert von z korre- 
spondiert und umgekehrt. 

Dann ist auch f[q>(z)] eine in (jer^, z^ gleichmäßig stetige 

Funktion; überdies soll x^q){z) in {oc,ß) überall eine ein« 

dx dx 

deutige Ableitung -=-- besitzen, und auch -=- soll in (z^ , ^,) 

dz dz 

gleichmäßig stetig sein. 

Durch Einführung von z und Erweiterung eines jeden 
Faktors mit dem zugehörigen Az, geht die Summe S{S) über 
in die andere: 

(5) S,^2f[<p{g + i^,Az)]^Ae, 
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WO sich die Summe 8^ auf alle Teilintervalle {0,0 + Am) he- 
ziehi^ die vermöge (4) den Teilintervallen (x^x + Ax) von (3) 

Ax 
zugeordnet sind, während f[q)(0 + ^iA0) und -r- als Funk- 
tionen von gedacht sind und 0'{'^iA0 irgend einen Mittel- 
wert von im Intervalle {0, 0'\-A0) bezeichnet. 

Bei beliebiger Abnahme von \Ax\, also auch von \Aii^, 

Ax 
unterscheidet sich auch der Differenzenquotient --7- beliebig 

wenig vom Differentialquotienten -=— , d.h. es ist: 
. Ax dx 

wo eg eine Größe ist, die zwar von den Werten von und 
A0 selbst abhängt, die aber für ]imA0=^O gegen Null kon- 
vergiert Wir nehmen nun an'^)^ daß diese Konvergenz eine 
ffir das Intervall (0if02) gleichmäßige sei, d. h. daß man 
stets \A0\ so klein wählen kann, daß für alle Teflintervalle, 
deren Oröße ^\A0\ ist, die Größe eg, absolut genommen, 
unterhalb einer und derselben beliebig kleinen vorgegebenen 
(positiven) Größe £ bleibt: 

(7) \eg\<e. 

Vermöge (6) zerlegt sich die Summe 81 (5) in: 

dx 

(8) 8,^i;f[<pi0 + »iA0)]j^A0 + 2f[q>ie + »^A0)]egA0. 

Hier ist die zweite Summe rechterhand, absolut ge- 
nommen , gemäß (7), kleiner als der absolute Wert von 
ei:f[(p{0 + ^iA0)]A0, sinkt also für limJjer = unter jede 

^) Diese Voraussetzung ist sicher erfüllt, wenn x = <p(8) in 
die Taylorsche Bei he (DifEr. $ 19) bis zum Gliede 2. Ordnung 
inkl. entwiokelbar ist, wenn also auch <p"{z) in (tifS^) stetig m. 

Denn dann hat man -j -^^-^fp'^z-^-^Az), wo g-^-^Ae ein 

Mittelwert in (ZfZ-^Az) ist. Soll also die linke Seite, absolut 
genommen, < e werden, so hat man nur — für B als die obere 



Grenze von 9/' in (zifZ^) 



<fi zu wählen. 
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Grenze^ da der Faktor von e hierbei auf Grund von § 4, IV 
in den jeden&lls endlichen Wertjf[(p{e)]di8 übergeht 

Zugleich geht^ nach den getroffenen YorauBsetzungen 
über die gleichmäßige Stetigkeit von f[(p{sf)] und -r- in {x,ß)f 
das erste Glied der rechten Seite von (8) über in: 

jf[<pW % d0 ^jf{<p{z)] q/{e) dz . 



»1 



Damit ergibt sich die sogenannte Substitutionsregel: 

ß 
n. „Das Int egT eil j f{x)dx geht vermöge 

der Substitution x==q){0) unter den obigen 
Voraussetzungen über in das Integral 

Ä 

dx 



f 



dz 

ß 



(II) jmdx:=jf[<p{z)]p^d0. 

Hierbei bedeuten Zy^y e^ die beiden Werte 

von Zy die vermöge (4) den Werten «, ß von x 

entsprechen." 

Laßt man die obere Grenze ß^ also auch z^ variabel, 

und bezeichnet sie dementsprechend mit Xy resp. Zy so ergibt 

sich der entsprechende Satz für unbestimmte Integrale (§ 4, tX)y 

der somit seinen Ausdruck findet in: 

(HO fmdx^jf[^{z)]^£dz, 

wo das Gleichheitszeichen so zu verstehen ist> daß die links 
stehende Funktion von x vermöge der Substitution 
x = q>[z) in die rechts stehende Funktion von z übergeht. 
Praktisch läßt sich die Regel (11^ kurz so aussprechen: 
n^ „Man führt in ein unbestimmtes Inte- 
gral eine neue unabhängige Variable da- 
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durch ein, dafi man die Integralfunktion mit 
der Ableitung der alten unabhängigen Ya- 
riabeln nach der neuen multipliziert; sieht 
man dies Produkt als Funktion der neuen 
Variabein an, so stellt es die neue Integral- 
funktion dar/^ 

Aus § 4 (I) folgt, wenn man das alte Integral nach x^ das 

neue nach ss differenziert, daß auch die Ableitungen d. s. die 

dcc 
Funktionen f[x) und f[<p{p)\-^ vermöge der Substitution 

dz 

x = q>{z) ineinander übergehen müssen. Es kann daher dies 
Eigebnis nichts anderes sein, als die Regel der Differential- 
rechnung über die Ableitung nach x einer Funktion einer 
Funktion von x (Diffr. § 11, I, 8. 108). In der Tat ist 
danach, für J{x)=^jf(x)dx: 

,^. dJ{x) dJ(x) dx .. ^dx ., / \i ^^ 

Nachdem also einmal (§ 4, IV, IX) das unbestimmte 
Integral aus dem bestimmten hei^eleitet ist, folgt umgekehrt 
aus der Kegel über die Ableitung von Funktionen von 
Funktionen ohne weiteres die Formel (9), und damit der 
Satz Jl\ und aus diesem wiederum vermöge § 4, X der 
Satz 11. 

Bei aufinerksamer Betraciitung des damaligen Beweises 
jener Begel (Diffr. § 11), sowie der in § 4 getroffenen Voraus- 
aetzungen über die Existenz des bestimmten Integrals er- 
kennt man überdies, daß die Gültigkeitsbedingungen beim 
zweiten Beweise der Sätze II, 11^ genau mit denen des ersten 
Beweises übereinstimmen. 

Als eine erste Anwendung der Substitutionsresel II 
werde die Quadratur ebener Kurven in Polarkoordmaten 
r, (p (Diffr. § 4) behandelt. 

Dieselbe Kurve, deren Gleichung in rechtwinkligen 
Koordinaten y = f{x) sei, besitze zur Gleichung in Polar- 
koordmat^ui : 

(10) r^F{q>). 
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Sind F((p2), 9?3 resp. F(q)i), tp^ die Polarkoordinaten d^ 

Punkte oc,f(oc) resp. ßjf{ß), so möge auch F{q>)j im Intervall 

(cp^y (p^) eine gleichmäßig stetige Funktion sein. Dann soll 

ß ß 

also in das Integral J^^ jf{x)dx = jydx, das den in § 4, V 

festgesetzten Flächeninhalt darstellt^ vermöge der Substitution: 

(11) x = r cos^? = F(ip) COS99 , y = f(x) = rsinq) = F{(p) siiap 

statt X die neue unabhängige Variable q) eingeführt werden. 
Nach Satz II geht J^ über in: 



/ 



<Pi 



drcosw , 
r sm(p — -= — - acp . 



/7 a* 

Die Ausführung der Differentiation liefert für r' = -^, die 
neue Integralfunktion in der Gestalt: 

r smip(-~r Bintp + r' COS99) = ~ r^ sin^^p + ^^ sin^? cos^? , 

oder mit Einführung des doppelten Winkels 2<p, da sin^^? 

1 — cos2ap . sin2a? 

= ^ — — j sm9? COS99 = — ^-^ : 

|(r2cos2<^ + yr'sin2<^) — ^^2. 

Hier ist das erste Glied die Ableitung von j~ - 

d. i wegen (11) von -^ nach 9?, somit wird die neue Inte- 
gralfiinktion : 

(12) ^8„^.___=_^_J_|r-. 

Nach § 4, XI ist: 



[d ixy\ ßf{ß)-öcfix) 

V8 
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folglich eiUlt das neue Integral, da nadi § A, (IV) 
— I •^dq> = + 1-0^9^9 ^® Gestalt: 



Vi 



(13) Ji 



=/'■" 



drcosw , 



ßm-o^m) 



p 

n 



+ hr^V 



Vt 



^ 



Der erste TeQ der rediten Seite hat eine unmittelbare 
geometrische Bedeutung: \(Xrf{(x) resp. \ßf{ß) ist der Inhalt 
des rechtwinkligen Dreiecks mit der Spitze 0, unter den 
Koordinatenan&ngspunkt verstanden, und mit den Katheten <Xj 

f{a) resp. ß, f{ß). Dann 
aber folgt aus (13), im 
Yeigleich mit der Fig. 2, 



dq) der Flachen- 



inhalt des Sektors ist 
(Diffir. § 4), der vom 
Radiusvektor r (10) über- 
strichen wird, wahrend 
sich der Winkel ip von fp^ 
bis 9^2 ^ positiver Bich- 
tong (d. h. im Sinne des von der positiven a>-Achse zar 
positiven y-Achse hin wachsenden Winkels) stetig verändert 
hat Bezeichnet man den Inhalt dieses Sektors, wie in 
Diffr. § 4, mit 8^, so sind wir zu der Formel gelangt: 





(A) 



S^-ßr*dq>, 



Vi 



mm ^^^^ 

in Übereinstimmung mit der dort für gewisse Kurven (10) 
gefundenen Formel (Difir. § 4, S. 38). 

Das Ergebnis (A) hatte man auch direkt herleiten 
können durch ein Yerfahren, das dem in § 4 für die Qua- 
dratur bei rechtwinkligen Koordinaten eingeschlagenen ganz 
analog ist Denkt man sich zuvörderst wieder den Radius- 
vektor r (10), während der Winkel (p von 99^ bis 97, wächst^ 
ebenfalls zunehmend, so teüe man das Winkelintervall {q>i , ip^) 
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in Teilintervalle (9?, 9? + J9?). Zu einem jeden solchen Teil- 
intervall gehört ein ^^Elementarsektor^S dessen Inhalt ein- 
geschlossen wird von den Inhalten der beiden Kreissektoren, 
die ebenfalls ihre Spitze in haben, den gemeinsamen 
ZentriwiDkel Aq> und den Eadius r resp. r + Ar besitzen. 
Dann ist der ganze Inhalt 8^^ zwischen den Grenzen: 

2\r^A<p und ^^(r + ArYAfp 

eingeschlossen; nach Satz IV des § 4 konvergieren aber 
beide, MIs r, und damit auch r^ im Intervall (9^, 97,) eine 
gleichmäBig stetige Funktion von (p ist, für lim J 9:7 = gegen 

denselben Grenzwert J^r^ df9? . Das Nämliche ergibt sich, 

wenn r in (9?^, <p^ nur abnimmt. Nimmt dagegen allgemeiner 
r in (99^, 9^2) abwechselnd zu und ab, so hat man nur die 
Summe ^-^^(r + dJr)^ ^99(0^^^!) aufzustellen, die nach 

§ 4, IV ebenfalls den Grenzwert j-J-r^ ^9? besitzt, um alle 
Falle zu umfassen. ^ 

Bezeichnet man den in Eede stehenden Sektor mit dem 
Inhalt /S^ kurz als den „zu der Kurve (10) und den Winkeln 
Vi 9 9^9 gehörigen Sektor'^, so gilt, in Analogie mit dem 
Satee IV des § 4: 

A.,J)er Inhalt SJ^ des zu einer ebenenKurve 
r = F{(p)y und zwei Winkeln (pi, <p^ gehörigen 
Sektors, wird, in Übereinstimmung mit der 
Anschauung, erklärt als der Grenzwert des 
Ausdrucks 2'|(r + #Jr)M^(0^d^l), d.i. das 

Vi 

(A) 8^=fir'dip.'' 

Vi 

Auf dem umgekehrten Wege, indem man wieder x als 

unabhängige Variable einfuhrt, gelangt man von (A) zur alten 

ß 
Formel Ji = jf{x)dx zurück. 
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£b möge indesseQ die SobfilitiitiQiisreg^ II nodi in 
anderer Wdse auf das Int^ral (A) angewandt werden» in- 
dem (s. Diffir* § 13, S. 145) n' und y (und damit auch r 
und qi) als Fondktioiien eines Parameters i dargestellt seien: 

Der Akzent bezeichne nunmehr die Differentiation nach t. 
Dann eriialt man: 

fr'^dip =fr^ cos^tpdq? + jr^ sin^fp dip=j{rcoßqj){rcoßipq/)dt 
+J{rsimtp)(rwi<pff/)dt==fx{^—r'äiLq?)dt 
+/y(r'co897-aOrf*=jW-yaOrf#. 

Entsprechen also t^^U äen Werten ^i,qPty ^^ S^^ (^) 
über in: 

(A') S^^irfixf^- !^ocr)dt^\j{f€f-gf) dt . 



Formel ist auch geometrisch unmittelbar ansdiau- 
lieh. Denn der Inhalt eines ^^enüKktarsektors^ S^^'^^^ wird 
naborungsweise durdi den des ^^ementardreieeks^ J'"^"^' 
angegeben, dessen Ecken 0, sowie die beiden Kurvenpunkte 
{t) und (^4-^0 sind; der letztere Inhalt ist aber 

\[x(y -\- Ay) — 'iß{x + Ax)]^i[xAy-'yAx] 

^det man die Summe aller Elementardreieeke von ^=^ 
bis i=t^ und geht zur Grenze über^ so ergibt sich gerade 
das Integral (A^. 

Die DarsteUui^ (A') w^e noch einer gewissen Modi- 
fikatlon unterw<»rfen. Es kommt häufig vor, daB f{f) und 
giß) als Brndie von Funktionen mit d^onselben Nenner er> 
scheinen : 

Dann kommt: 

^ ^ f f 9 ^ f* C* ' 
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und (A') nimmt die Form an: 

u 

h 

Aus den Formeln (A), (AO, (A") lassen sich auch leicht 
die entsprechenden Formeln für den Inhalt des Segmentes 
ableiten 9 das von dem Eurvenbogen zwischen (^) und (t^), 
sowie der zugehörigen Sehne begrenzt wird. Man hat ja 
nur den Inhalt des Sektors S\\ zu vermindern um den des 
Dreiecks J^. Der absolute Wert dieser Differenz ist als- 
dann der absolute Wert des Segmentinhaltes. (S. die An- 
Avendungen in § 7.) 

Ein dritter grundlegender Satz über Integrale schließt 
sich an die Sätze 11 und 11^ unmittelbar an. Die Sub- 
stitutionsregel führte daselbst zu einem neuen Integral von 

besonderer Oestalt^ insofern dessen Integralfunktion f[(p(ß)]-^ 

als ein Produkt zweier Funktionen erscheint^ deren eine 

selbst ein Differentialquotient -j- = <p\is) ist. Indem wir 

andere Buchstaben benutzen, fragen wir allgemeiner nach 
Integralen von der Form jf{x)g^(x)dx. Um ein derartiges 
Integral auf ein anderes zu reduzieren^ das in vielen Fallen 
leichter zuganglich, ist^ gehen wir diesmal zunächst von einer 
entsprechenden Formel der Differentialrechnung aus. Nun 
trat das Produkt fg' in der Regel [Diffr. § 13, (IIb), 8. 149] 
für die Ableitung eines Produktes fg auf: 

(14) M-fg^-gf- 

Sind also die Funktionen /i j, f, g[ in einem Intervalle 
((X^/$) gleichmäßig stetig, so folgt sofort aus (14) und den 
Sätzen IV, XI des § 4 die sogenannte Regel der teil- 
weisen oder partiellen Integration: 

m. „Ist die Integralfunktion von der 
Form f{x)^(x), so läßt sich das Integral auf 
ein anderes zurückführen, in dem nur die 
beiden Funktionen f^g ihre Rolle vertauscht 
haben: 
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(HI) lf{x)^{x)dx 

ß 

a 

oder für unbestimmte Integrale: 

(inO jmsf[x)dx^f{x)g{x)^jg{x)f\x)dx.^ 

Zu dem nämlichen Ergebnis wäre man wiederum direkt 
von der Definition des bestimmten Integrals aus gelangt. 
Denn vermöge (14) gilt zunächst, für 0^'&^\, die Identität: 

(15) 2f{x + '»Ax)^{x + '»Ax)Ax 
=^2\f{x+'»Ax)g{x-^&Ax)]''-'2g{x+'&Ax)f{x + '»Ax)Ax. 

Sind also f^g^f^^ in (a,j8) gleichmäßig stetig, so ge- 
langt man auf (}rund von § 4, Satz IV und X, für lim J^ = 
sofort zur Formel (HI) und damit auch zu (TU'). 

Man wendet die Regel der partiellen Integration auch 
oft in dem besonderen Falle an, wo die Funktion g mit x 
selbst, also d mit 1 übereinstimmt.*) Dann erhält man für 
ein Integral ffix)dx=jafmdx die Umformung: 

(in a) jf{x) dx = ßf(ß)-(x f(») - jx f'(x) dx , 

^ (HlaO ff{x)dx = xf{x)-jxf(x)dx. 

Diese Formeln gewinnen eine größere Durchsichtigkeit, 
wenn man sie mit der Substitutionsregel II kombiniert. 
Danach ist, wenn man y=^f(x) als neue unabhängige 
Variable einführt (also y als in dem betreffenden Intervalle 
eindeutig umkehrbare Funktion von x annimmt): 

(16) jxy'dx = j ^y'-^^y y 

, , da? 1 
oder da -rr- = — : 

dy y' 
(160 jx^dx = jxdy. 

Damit geht die Formel (Ula') über in: 

(TVa') lxdy + fydx = xy, 

*) Hier kann x auch durch x-^-c ersetzt werden, wo c eine 
beliebige Konstante bedeutet, s. die Anwendung in § 6. 
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und die entsprechende Formel für bestinmiie Integrale lautet, 
wenn man zweckmäßiger die Integralgrenzen von x mit x^^x^^ 
die zugeordneten von y mit y^ ^ y^ bezeichnet: 

(IVa) jydx+jxdy=-x^y^'-Xiyi. 

301 PI 

Die Formel (IVa) läßt eine einfache geometrische Deu- 
tung zu. Beschranken wir uns auf den Fall^ wo y und x im 
Intervalle (x^fX^) resp. {ffi^y^) nicht negativ sind^ so ist 

jydx^^Jx der Inhalt der über (^^^2) stehenden^ bis zur 

Kurve y = f{x) reichenden Fläche und entsprechend Ja; (2y = J^ 

der Inhalt der über (ffi^yi) stehenden, bis zur Kurve reichen- 
den Fläche. Dann ist durch Anschauung evident, daß das 
Rechteck mit den Seiten x^, y^ in drei Grebiete zerfalit, 
nämlich das kleinere Rechteck mit den Seiten x^^y^y sowie 
die beiden Flächen mit den Inhalten Jx^Jy Das ist aber 
gerade der Inhalt der Formel (IVa'). Umgekehrt geht aus 
letzterer hervor, daß die angezogene geometrische Deutung, 
unter Berücksichtigung des Satzes V § 4, ganz allgemein gilt. 
In derselben Weise läßt sich auch die allgemeine Regel 
(Illa) der partiellen Integration geometrisch erfassen. Man 
denke sich zu dem Behuf, vermöge einer unabhängigen 
Variabein tj die vorgelegte Kurve y^f{x) in der Form 
dargestellt (s. Diffr. § 13, S. 145): 

(17) x^m, y = g{t). 

Dann gilt, wie oben, der geometrische Satz, daß: 

(18) Jx+Jy=ni^y2—x^yi' 

Vermöge der Substitutionsregel II wandeln sich, wenn 
^, /^ die den Werten x^, x^ entsprechenden Werte von t 
sind, die beiden Integrale Jx, Jy um, wie folgt: 



(19) 



r,^jg{t)dx==ji 



4^'' 



xi h 
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Damit geht für /'= -^, ^=^ dk Formel (18) über in: 

(20) jf^dt+l9fdt = f,9^_-t\9r-t\k)9{t2)-m)9{k)' 

Das ist aber, bis auf die Bezeichnmig der unabbang^eu 
Variabehi, genau die allgemeine Formel (III) der partieUen 
Int^ration. Wir drucken das Ergebnis in Asaai Sbtze ans: 
B. ^Die Formel (Ula) der partiellen Inte- 
gration für bestimmte Integrale: 



X Ol 



gestattet folgende geometrische Deutung. 
Man fasse x als einen unabhängigen Para- 
meter auf und deute die Großen: 

als die rechtwinkligen Koordinaten des 
Punktes einer ebenen Kurve« Bedeuten dann 
^ifii resp. 7ii,ri2 di© den Werten (x,ß von x 
zugeordneten Werte, ferner J^,J^ die In- 
halte der über den Strecken (fi^fj) resp. (171,17s) 
stehenden, bis zur Kurve reichenden Flachen, 
so drückt sich die Summe dieser beiden 
Flächeninhalte durch die Differenz zweier 
Rechtecksinhalte aus: 

£äne wichtige Anwendung der partiellen Intention auf 
die Theorie der Taylorschen Seihe wird im nächsten Para- 
graphen gegeben werden. 

Zum Schluß notieren wir nodi die unmittdbar ersidit- 
lichen, den Formehi (Diffi*. § 13, S. 146, 150) parallel laufoiden 
Formeln, wobei wir uns der Kürze halber auf unbestimmte 
Integrale beschränkaa: 

(V) /(/i: 9) dx = jfiix ±J9 dx , 

(VI) \afdx =u\fdx (a eine Konstante) 
oder in Worten: 
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C. „Db,b Integral einer Summe resp. Dif- 
ferene zweier Funktionen einer Variabeln 
ist gleich der Summe resp. Differenz, der 
Integrale der einzelnen Funktionen/' — 

D. yyEnthält die Integralfunktion einen 
konstanten Faktor, so kann derselbe vor das 
Integral gesetzt werden/' 

Beide Regeln werden umfaßt von der allgemeineren: 

(VII) f{af+bg + ch+...)dx 

^ajfdx + bfgdx + cjhdx+ ... 

(a^ h,e,... Konstante^ f,g,hy... Funktionen von x): 

E. ^J)as Integral einer linearen Kombination 
von Funktionen einer Variabein ist gleich 
der nämlichen linearen Kombination der Inte- 
grale der einzelnen Funktionen.'' 
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Belhe dareh partielle Integration. 

Um die Tragweite der in den beiden vorangehenden 
Paragraphen entwickelten Begriffe tind Sätze^ insbesondere 
der Regel der partiellen Integration (§ 5^ IIl), zunächst am 
einer theoretisdien Anwendung erkennen zu lassen, niöge 
der Kern der Differentialrechnung, die Taylorsche und 
Maclaurinsche Reihe (Diffr. § 19) einer erneuten Behand- 
lung unterzogen werden, die vor der damals, auf dem 
Cauchyschen Mittelwertsatz (Diffir. § 15) aufgebauten, einige 
Vorzüge aufweisen wird. 

Die Aufgabe soll sein, die Funktionsdifferenz f(b) — f{ä) 
nach aufsteigenden Potenzen von b— -a»A zu entwickeln. 
Schon die Form der Funktionsdifferenz führt unmittelbar 
zu deren Auffassung als bestimmtes Integral (§ 4, IV): 

(1) m-'f{a)^fnx)dx, 

— a 

wobei also f{x) im Intervalle (a, h) als gleichmäßig stetig an- 
genommen werde. Die sukzessiven Potenzen von b — aj^^h, 
sowie die sukzessiven Ableitungen der Funktion f(x)j führen« 

W.Fr. Meyer, Integralrechnung. 5 
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■eh dana von adbat dmdi den Piraaefi der pntiellcn Ihte- 
gprtim eiii. D» i — a=-[(i-ft)— ^-a)]— (»-«Ä, 
ao tägb man der IntpgralfiinktiDo f{^) in (1) den Faktor 
l={x—Vf hinn ^ 5, & 62, Anm.). Dann o^tdit so- 



» 

= [{X - i) A«)]» -f(x - b) r(«) dx, 

m 

und damit (anter Becncksiditigiii^ von § 5 (VI)): 
(2) f[*)-Aa)=»r(«)+/(»-«)n*)<i*- 

m 

Jhs iccliteiliaiid stehende Int^jal heißt das ,3^8^* 
integral^, bdiuis dessen Elzistenz aoeh f"{a^ im Intervall 
(a, i) als gleichmafiig stetig voran^^eseUst werde. Um von 
hier ans zur zwiiten Potena von k=h — a an gelangen, 
fasse man den Faktor x — h nnter dem Restint^ral: 

h » 

als Ablotnng von -|^(x— i)' anf^ so liefart die abomalige 
partadle Integratitm: 



j(b -*)/'(*) dx = _y[^L^] '/"(x) dx 



h 



= -[!i^m];+/^rw*« 



> 



-|ln«)+/^2r-r(*)rf*, 

m 

h 

WO in dem neuen Bestint^ral f ^ f^{x)dx wiederum 

f^{x) als in (a, ^ ^chmafiig stetig feslgosetst werde. 
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Die Einsetzung in (2) gibt die um ein Glied erweiterte 

Entwiekelung: 

b 

(3) /(6)_/l(a) = Ar(a) + |J/"(a)+y^^r(^)rfa:. 

a 

Im neuen Restint^ral recfaterhand ist ^^ — o^^ — ö — ' 

die Ableitung von . — ; abermalige partielle Integration 
liefert daher: 









b 



WO jetzt auch f^^{x) in (a, H) gleichmäßig stetig sei. 
Damit erweitert sich die Entwiekelung (3) zu: 



b 



<4)A6)-A«)=An«)+|^n«)+|Jr{«)+J^-^/(%)da:. 

a 

Durch unvollständige Induktion wird man somit zu dem 
Ansatz veranlaßt: 

(T) m - m - Ä A«) + 1^ na) + ^ r (») + • • . 

b 

a 

Die vollständige Induktion ist leicht zu vollziehen. Gesetzt, 
die Formel (I) sei richtig bis zu irgend einem Werte des 
Index Hy so wende man wiederum auf das Restintegnd die 
fMuriieUe Integrati<»i an: 

6* 
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a 

h 



— [^^^-'HW^^"-^"«- 



a 
6 



=+*^T^''-'«+/*wr^"""«'" : 






Substituiert man den so gefundenen Ausdruck in der 
letzten Zeile für das Restintegral in (I)^ so geht ersichtlich 
die nämliche Formel (I)^ nur für den nächst höheren Index 
n+1, hervor. 

Der Gültigkeit des Verfahrens lag zunächst die Voraus- 
setzung zugrunde, daß die Funktion f(x) im Intervalle (a, 6) 
gleichmäßig stetig sein sollte. In § 4^ VII war bewiesen, 

X 

daß dann auch ff{x)dx = f{pc)—f{d){a^x^h) und damit 

a 

auch f{x) selbst in {cLy b) gleichmäßig stetig ist. 

In derselben Weise läßt sich schließen^ daß, sobald die 
Funktion /^"+*)(a?) in (a, b) als gleichmäßig stetig voraus- 
gesetzt wird, dasselbe auch sukzessive von den Funktionen 
/W(ip), /^"-^)(4> •••/ f\^)y f(p^) gelten muß. 

Die* wiederholte Anwendung der partiellen Integration, 
die schließlich zur Formel (I) führte, setzt behufs Existenz 
der sukzessiven Kestintegrale die gleichmäßige Stetigkeit der 

Produkte*(6-Ä;)Ha;), (&~a;)V'"(^), ... bis zu (&-a;)"/^"+*)(ir) 
im Intervalle (a, b) voraus. In Ditfr. § 16 war bereits gezeigt, 
daß jede natürliche Potenz {b-rn^*^ in (a, b) gleichmäßig stetig 
ist (für beliebige Werte von a, &), mithin sind es auch, nach 
§ &, iS. 51, Anm., sämtliche eben erwähnten Produkte. Da 
die Entivickelung (I) mit der damaligen Taylprschen fieihe 
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(Diflr. § 19) bis auf die Form des Bestgliedes übereinstmiinty 
werde sie ids ^Taylorsche Reihe mit dem Bestintegral'' 
bezeichnet. Dann gilt also: 

I. ^,Bie Taylorsche Reihe (J) mit dem Re^t? 
integral ergibt sich durch wiederholte An- 
wendung der partiellen Integration aus der 

b 

Darstellung f(p) — f{a)=ff\x)dx. Die Reihe 

ist jedenfalls gültig, wenn auch nur die 
(« + 1)*« Ableitung f^+^\x) von f{x) im Inter- 
valle {a, b) gleichmäßig stetig iisf 

Schreibt man, um den Charakter der Entwickelung (l) 
als einer Verallgemeinerung des binomischen Satzes (Diffr. § 6) 
deutlicher hervortreten zu lassen^ a + h für b, so nimmt (!) 
die Gestalt an: 



aa) f(a + h)^f{a) + hr{a) + ^na)+... 

ni 

a 

Faßt man hier a als einen variabeln Wert x innerhalb 
des vorgelegten Intervalles auf, für das f^'^^^x) gleichmaßig 
stetig sein soll, und gehört auch der Wert x+h jenem Inter- 
valle an, so ist im Restintegral für die unter dem Differential- 
zeichen stehende Integrationsvariable ein anderer Buchstabe, 
etwa t, zu verwenden. Alsdann lautet die Taylorsche Reihe: 



(Ib) fix + Ä) = f(x) + h fix) + ^ f"{x) + ... 

X 

Aus (Ib) geht die Maclaurinsche Reihe hervor, 
wenn man — falls das gestattet ist, d. h. wenn der Wert 
Null dem vorgelegten Intervalle angehört — den Wert x 
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gleich Null wählt. Schreibt man für die als Variable mdr 
gefafite Größe h wiederum den Buchstaben x, so kommt: 

(ic) m = f{0) + ^f'{0) + Yi n«) + . • • 



X 



Vergleicht man nunmehr die Formeln (I), (Is), (Ib), (Tc) 
mit den damals (Diffr. § 19) erhaltenen^ so liegt der Unterschied 
in der Gestalt des Restgliedes. Während dasselbe damals nur 
mittels einer unbekannten Größe ^(O^^^l) abgeschätzt 
werden konnte, läßt es sich jetzt veimöge des darsteUenden 
Kestintegrals genau angeben. 

Überdies bemerkt man, daß die neue Herleitung der 
Beihen eine durchsichtigere ist, und daß die Gültigkeits- 
bedingung jetzt einfacher lautet. Umgekehrt wird man jetzt 
fragen, wie man durch geeignete Abschätzung des Kestinte- 
grals die damaligen Formen des Restgliedes, insbesondere 
die Lagrangesche (1. c. S. 253) und die Cauchysche (L c. 
8. 258) wiedergewinnen kann. OflRenbar wird man sich zu 
dem Behuf des Mittelwertsatzes der Integralrechnung (§ 5,1) 
bedienen, in dem ja ein unbekannter Mittelwert in derselben 
Gestalt wie beim Mittelwertsatz der Differentialrechnung auf- 
trat Zudem erscheint die Integralfunktion des Restintegrals 

in (I), ^ r-^/^""^*H^) von vornherein als ein Produkt, sogar 

noch in mannigfaltiger Auffassung. 

Die Funktion ^^ r-^ hat im Intervall (a, 6) nur einerlei 

Vorzeichen, während über die Funktion /*(*•+ ^)(rc) im all- 
gemeinen [bis auf die^eichmäßige Stetigkeit in (a, b)] nichts 
Näheres bekannt ist. 

Daher liefert der Mittelwertsatz (§ 5, 1) für /•=/•(»•+%), 

(b — a:)" 

<p = — : 

n! 
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h h 

(6) 



6 » 



a « 

oder, da 

(6 — 3?)"+* 



/ 



(6 — 0?)* da; •= — 



n + 1 



/,_.,..=_ [2^]L^, 



a 
h 



Dies ist in der Tat die Lagrangesche Form des Best* 
gliedes (Diffir. 19, S. 253). Küumt man andererseits: 

SO ergibt sich: 
h 



(6) 



|(^/(-+.)(.),. = Ä . P-(a + ^»]" ^,-H.)(aH-^A) 



und damit: 



h 



a 

Dies ist gerade die Cauchysche Form des Restgliedes 
(Diflr. § 19, 8. 258). Vergleicht man wieder die jetzige Her- 
leitnng von (II) und (IIa) mit der damals gegebenen, so 
fallt es auf, daß, während dort das Lagrangesche Restglied 
direkt und als das einfachere hervoi^ing, das Cauchysche 
dagegen nur auf einem Umwege, und als das kompliziertere, 
so ist es jetzt umgekehrt; das Cauchysche Restglied fließt 
gerade aus der speziellsten Form des Mittelwertsatzes der 
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lategralrechnang. Aber auch die in Difir. § 19, 8. 258 auf- 
gestellten Zwischenformen des BestgUedes fugen sich 
nunmehr organisch in den gegenwärtigen Zusammenbang ein. 
Denn da auch jede Potenz (h — xy, wo p ein beUebiger 
Ilxponent ^0 sei, in einem beliebigen Intervall (a; &) nur 
einerlei Vorzeichen besitzt und daselbst gleichmäJBig stetig 
ist (Diffr. § 16), so spalte man die Integralfunktion des Best- 
int^rals in (I) in zwei Faktoren^ wie folgt: 

(7) ^z:^yt.^x)^)=(6-.)..^iÄl7^Lt!!M, 

n! ' ■ ^ ^ ■ n! 

wo für o^p^n auch der Faktor von (b — xy reehterhand 
in (a, b) gleichmäßig stetig ist. Dann lief ert der Mittelwert- 
satz I äe&i § 5 : 

h 



f^-xy 

J n! 



^8) i\y—^j^f(»+i)^x)dx 

i 



[a+Ä — (o + *Ä)] 



»—p 



, /•(»+i)(o + **)/(&_ -r)p dx 



/(»+!)(« + ^Ä), 



~ ^ ntCp + 1) 
und demnach: 

•''"'>/^^-""w-- *'t;ü»+*r> -"""+**'- 

a 

„Für p = resultiert hieraus wieder das 

Cauchysche Restglied (üa), für ^»n das 

Lagrangesche (11), für die Zwischenwerte 

p= 1, 2,...n— 1 aber gerade die in Diffr. § 19 

angegebenen Zwischenformen.^ 

Es sei indessen betont, daß in (IIb) die Zahl i> ancb 

jeden rationalen oder irrationalen Wert zwischen und n 

erhalten darf. 

Die korrespondierenden Formen des Restgliedes für die 
Reihen (la), (Ib), (Ic) fließen aus (IIb) für die an^gebenen 
Werte von p (=0., 1, 2, ... «) von selbst, so daß deren 
Wiederholung unnötig erscheint. 
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Es mag noch eine besondere Art der Abschätzung des 
Sestintegrals in (I) mitgeteilt werden. Es werde nämlich 
die — in der Tat häufig erfüllte — Annahme getroffen^ daß 
die Funktion /*("+*)(a;) im Intervall (a, 6) nur einerlei Vor- 
zeichen besitzt Nimmt man dann im Mittelwertsatze (I) 

des § 5 für / die Funktion ^^ p^* för 9 die Funktion 

n! ^ 

/'(«+i)(a?), so ergibt sich in derselben Art, wie oben: 



(9) 






a 

somit: 



(in) /'^-^/^«+i)(a;)da;=^(l-d)-[/t-)(6)_/t*)(a)], 

oder in Worten: 

,Jst im besondern die Funktion /t'*+^)(a?) 
im vorgelegten Intervall von einerlei Vor- 
zeichen, so gilt auch die Abschätzung (III) 
des Restintegrals.^ 
Über die Anwendungen der verschiedenen Formen des 
Bestgliedes auf die einzelnen elementaren Funktionen siehe 
DifTr. § 20. 



Kapitel IL 

Qnadratnr von Kurven. Kubatur von Botationck 
körpern und verwandten. Rektifikation von 
Kurven. Komplanation von Botationsfiächen« 

§ 7. Qaadrataren einzelner ebener Karren* 

Die gnindlegeDden Integralsätze des vorigen E^apitels 
reichen hin^ um eine ausgedehnte Reihe geometrischer Auf- 
gaben erledigen zu können; hiermit sollen zugleich Anwen- 
dungen der Differentialrechnung auf Greometrie verbunden 
werden. 

Hierbei wird sich von selbst Gelegenheit bieten, ein- 
fachere Integrale auf Grund bekannter Formeln der Differential- 
rechnung auszuwerten^ während eine systematische Theme 
solcher Auswertungen erst im ersten Kapitel des folgenden 
Abschnitts erfolgen soll. 

Zunächst möge die Lösung des Quadraturproblems (§ 4) 
an einer Beihe wichtiger Beispiele illustriert werden. 

I. Kreis. 

Der Kreis sei auf. zwei senkrechte Durchmesser als 
Koordinatenachsen bezogen, dann lautet seine Mittelpunkts- 
gleichung (Diff. § 5, S. 50) : 

(1) x^ + y^ = a^ , oder y = 'j/a^ — x^ , 

unter a den Radius verstanden. 

Wir beschränken uns auf den ersten Quadranten, nehmen 
also X und die Quadratwurzel in (1) positiv, und führen 
gleichzeitig Polarkoordinaten ein: 

(2) x = aco8q)y y = asia(p. 



§ 7. Quadraiaren einselner dbener Kurven. 
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Der zu berechnende Inhalt J^ sei begrenzt von der 
Abffzissenachse, der Qrdinatenaefase und der cur Abszisse x 
gehörenden Ordinate, sowie 
von dem zwischen ihnen lie- Jf 
genden Kreisbogen (s. Fig. 3). 
Durch den Radiusvektor r 
wird die Flache Jq zerlegt 
in einen Kreissektor S vom 

Zentriwinkel y = --- — ^, und 

in das rechtwinklige Dreiecke 
mit den Katheten Xy y: 




Fig.a 



(3) 



Jt--8+A. 



Nach den Elementen der Planimetrie ist (Diffr. § A, S. 35): 



(4) 






J = ^xy = -1 x'^a^ — x* =« \a^ cos 9? sin 9? = ^a* sin299 . 



Führt man auch in S rechtwinklige Koordinaten ein^ 
^ ist nach (2): 



X 
Bintp = C08(p = — , 



somit: 
(5) 



tp = arcsm 



X 

a 



Danach erhält man für den Inhalt Jq zwei Darstellungen^ 
einmal in Polarkoordinaten^ das andere Mal in rechtwink- 
ligen: 



a 



2 



(I) e7J = j(^-29P + sin29?) 



X 



a* aresin — |- a; Va* — a:* 
a ' 



a 



8 



arcsm 



m — h— 1/1 — i 
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Hieraus ergibt sich sofort der Flacheninhalt J^, mit 
der Anfangsabszisse %, und der Endabszisse x^ (>^): 

(la) J-j^^J^-J^. 

Zweitens mag der Inhalt Jl direkt auf Grund des In- 
tegralsatzes (§ 4, rV) ermittelt werden. Man hat: 

(6) Jl^f-^a^-x^dx. 



Das Integral rechterhand möge ebenfalls in zwei Glieder 

/ xY 1 

zerlegt werden. Da (aresin — ) = — (Diffr. § 10), so 

\ a/ ya^^x^ 

bringe man durch Erweiterung die Quadratwurzel unter dem 

Integral in (6) in den Nenner, dann kommt mit Kücksicht 

auf § 5, (V), (VI): 

ya^—x^ dx= 1 , dx^a^ 1 , + / ^ • dx. 

J Vo^i:^ J -^a^^x^ J ^a^-x^ 

Da "'^ =iia^-x^y (Diffr. § 14, Beispiel (16)), so 
fa^ — x^ 

unterwerfe man das zweite Integral rechterhand der partiellen 

Integration (§ 5, IQ), so ergibt sich: 

/ia"^ — x^dx^^a'^ \ -===-{- xiä^ — x^^lid^ — x'^dx. 

und damit die oft gebrauchte Integralfoimel (in der beider^ 
seits die Quadratwurzel positiv zu nehmen ist): 




X 



a^arcsin — f-a;ya^--^ 

(10 jiä^^^=^^dx= — — ^ , 

aus der nach Einsetzung der Grenzen 0, ri; die Formel (I) folgt. 
Zur Kontrolle berechne mau noch in derselben Weise 

den Inhalt J%. Wegen arcsinl = — wird gemäß (F): 
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a 

CO I ■ . 

„ a^ aresin yxia'^—x'^ 

und daher «^5 + J"5==c7'g=---, in Übereinstimmung mit 

dem elementaren Ausdruck für den Inhalt eines Kreis- 
quadranten. 

Die zweite Herleitung der Formel (I) bietet den Vor- 
teil^ abgesehen von der Kenntnis des Integrals (IQ und deren 
geometrischer Deutung^ einer direkten Übertragung auf die 
Ellipse. 

n. Ellipse. 

Die Mittelpunktsgleichung der Ellipse (Diffir. § 5, S. 52) 
lautet: 

Indem wir uns wieder auf den ersten Quadranten be- 
schranken^ geben wir (7) die Form: 
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y = + 1 ysin^» = + 6 |/iTI|! . 

Der Inhalt J^ der auf der Abszisse x stehenden Flache ist: 



(8) Jg^^l^a^^x^dx, 



oder^ mit Rücksicht auf die Integralformel (V): 

Löst man die Klammer rechterhand auf, so erkennt man^ 

daß das zweite Glied — 1/ 1 = = -^ wiederum der Inhalt A 

2 f a* 2 

des rechtwinkligen Dreieckes mit den Katheten x, ff ist, mit- 

Hu X 

hin das erste Glied -^ aresin— der Inhalt des Ellipsen- 
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Sektors 8, der von der kleinen Halbachse b und dem Badius- 
vektor r nebst der Ellipse begrenzt wird: 

/TT \ ^ ab . X 

(IIa) iS=-^arc8in — . 

Führt man die exzentrische Anomalie (p ein mittels der 
Formeln (Diffr. § 5, 8. 52): 

(9) a!; = acos9? = asin(— — 9pJ, y»&sin9>, 

SO wird aresin — = — - — op, somit: 

a 2 ^ 

(10) 5=^(f-^) = ^(.-2^). 

Hieraus, wie auch aus (U), fließt sofort als Inhalt Jg 
der Ellipsenquadranten: 

(11) ^?=^, 

uud hieraus wiederum der Inhalt /SL des von r und a be- 
grenzten ElUpsensektors: 

(Hb) 5, = ^. 

In den Formeln (H), (Ha), (11), (Hb) zeigt sich die 
direkte Ausdehnung der Formeln für die Kreisquadratur auf 
die Ellipse. 

HI. Hyperbel. 

Die Quadratur der Hyperbel war für einen ersten FaH 
schon in Diffr. § 3, 8. 28; § 12, 8. 128 erledigt. War die 
Hyperbel auf ihre Asymptoten als schiefwinklige KoordinateD- 
achsen bezogt also ihre Gleichung: 

(12) ,-|, 

und o> der Asymptotenwinkel, so ergab sich f&r den Inhalt Jf 
der auf dem Abszissenintervalle (a, ß) stehenden Flache: 

ß 



(HI) P.^eäaml 

(X 
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Dies bestätigt sich durch den Int^ralsate (§ 4, V). 

/dx 
— ^Ix pifir. § 12, S. 128), so kommt: 



ß 



(13) i2 = C8ina> / ^ = c8inö>Z^*). 

Andererseits werde die Hyperbel auf ihre Haupt- und 
Nebenachse als oc-y resp. y-Achse bezogen, so ist ihre Mittel- 
punktegleichung (Diffr. § 5, S. 53): 

oder, bei Beschränkung auf den ersten Quadranten: 



(140 






Nun drücken sich die in (13) aufbietenden [konstanten 
Cj CO durc h die Halbachsen a, 6 aus (s. diese Sammlung, 
Bd. Vm, § 46), wie folgt: 

(15) c = -— i — , tg— = -, sm— = 



4 ' •'^2~a' °"^2~+ySF+fti' 
a> a' . 2ab . a& 

2 -}-ya2 + 62 a» + 62' 2 

80 daß die Formel (13) auch die Gestalt annimmt: 

(IS, li-'^it. 

Die zweite Quadraturaufgabe für die Hyperbel (14) 
bestehe in der Ermittelung des Inhaltes J^^^J^^ der auf dem 
Abszissenintervalle (a, x) stehenden Fläche. Es empfiehlt 
sich, wie in § 5, Satz B, den korrespondierenden Inhalt c72f= Jy 
der auf dem Ordinatenintervalle (0,y) stehenden Fläche hinzu- 

*) Allgemein ist ersichtlich bei schiefwinkligen Koordinaten 
der Ausdruck jf (§ 4, Y) mit dem Faktor sinco zu versehen. 
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sozieheii, so daß die Eelation gilt: 

(16) JJ + e7y = a;y = a;.~yÄ:»~-a«, 

Die Inhalte J^, Jg werden gemäß (14^ durch die Inte- 
grale bestimmt: 

X ff 

(17) j;^^fdxy^^^^\ Ji-jjdyiy^^+hK 

. a 

Im zweiten Integrale bringe man wiederum durch £r* 
Weiterung die Wurzel in den Nenner: 

(18) j,,i?TT'-,'j^^j,.^ä,. 

so entsteht, da , =^-Vy^ + &'> durch partielle Inte- 

gration: 

[dyiy^+h^^l'^[jp==+yiy^ 

damit: 
(20) 2 [dyiy^+¥ = h^[-^= + yiy^^+V , 

alsOy durch Einsetzung in (17)^ gemäß (14^: 



Hier ist das zweite Glied \xy wiederum der Inhalt A 
des rechtwinkligen Dreieckes mit den Katheten x^ y\ ersicht- 
lich (r. Fig. 4) setzt sich aber der Inhalt c/Jf zusammen aus A 
und dem Inhalt 8 des Hyperbelsektors , dessen Spitze im 
Mittelpunkt der Hyperbel liegt, und der von den Radien- 
vektoren ay r begrenzt ist. Daher ergibt sich für diesen 
Sektor 8 aus (21): 

9 W 



(19) 
und 



(22) S=^' ^^ 



Vy»+fe» 




® 



(!)■ 
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Die HTperbelgleichung (14) ist mittels eines Hil&- 
winkels q> ersetzbar (Dififr. § 5^ S. 53) durch: 

(23) --^—y |=t«^. 

Es liegt daher nahe, behufs Auswertung des Int^rals 

= in (22) gemäß der Substitutionsregel (§ 5, II) 

den Winkel (p statt ^ als unabhängige Variable einzuführen. 
Da °^ = r— , erhält man: 




d<p cos ^99 




(24) 





oder auch, wenn man statt (p den Komplementwinkel 
Y; = — — q) einführt: 



(25) (J^^- i^y 

J COS99 




smyr 

n 

T 



Endlich werde statt tp der halbe Winkel X"^^ ^^^ 
stituiert; so kommt 

(26) f4^=f-,Jl-^fJl^2^-^fdxooiex-K-. 

' J &m%p J hULx^o^x J suOiX^^^X J cos*;|r 

9t 9t 9t 9t 

TT T T 

Nun ist: 



dx cos^;^' 

W. Fr. Meyer, Integralrechnung. 
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aho 

co8»;t J ^ *ex J dx ^^ 

4 4 

= Ztg;t~a=itg;|r. 

Dadurch ergibt sich nach Wiedereinführung der frfiheren 
Yariabehi wi 

l + (f) 



also, wegen (22), (23): 

„Der Hyperbelsektor 8^ = S mit der Spitze 
und den begrenzenden Badienvektoren a, r 
besitzt den Inhalt: 

WO y^btgip.^ 
Um 8 durch die rechtwinkligen Koordinaten x, y des 

Hyperbelpunktes {x^y) auszudrücken, hat man noch cotg-^ 

durch cotg^ = tg9P.^^ auszudrücken. Nun ist (s. diese 

Sammlung Bd m, § 44): 




cotgv^ = 



oder: 



cotg»^-l 
2cotg| 



^^i^^ — ^^o\%^QO\%y) — 1^0y 



also liefert die Auflösung dieser in cotg— quadratischen 
Gleichung: 

(28) <^tg^ = cotg V + yi +cotg*v' y 
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wo offenbar der Quadratwurzel nur das positive Yorzeichen 
zukommt, oder auch nach (14'): 



<29) 



„Der Sektorinhalt S (Ula) drückt sich in 
rechtwinkligen Koordinaten x, y aus durch 



(ina') 



!«=T'(M)-'' 



Diese Eigebnisse verbinde man mit den Formeln (16), 
(17), (21) für die Inhalte J^, eTJ. Dann ergibt sich: 

^^Die Losung der Hyperbelquadratur, bei 
Zugrundelegung der Hyperbelachsen als Ko- 
ordinatenachsen, findet ihren Ausdruck in 
den Formeln: 



(mo 



^4/ 



dx'^x^ — a^ = 



xy ah 



s^jjdyyy* 



+ 6» = 



2^2 



S 



fi<p 






wo: 



y 



a 



+ — ix^ — a^, a; = + -^yy2 + 62.« 



Durch geometrische Überlegungen läßt sich die Ableitung 
der Formeln (IIIO kürzen und zugleich durchsichtiger machen, 
indem sie direkt auf die Formel (HI) zurückgeführt werden 
(s. Fig. 4). Sei Ä die im ersten Quadranten verlaufende 
Asymptote, B die andere. Man betrachte das Viereck V, 
das begrenzt wird durch die Hauptachse, die Ordinate y 
des Hyperbelpunktes P(x,y)f die durch P parallel zu B, 
bis zu Ä gezogene Strecke l und endlich durch diese Asym- 
ptote selbst begrenzt wird. Das Viereck V kann in doppelter 
Weise in einfachere Flächenstücke zerlegt werden; der Kürze 
halber seien die letzteren mit den gleichen Buchstaben be- 
legt, wie ihre bezüglichen Inhalte. 
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Bedeutet 4 die durch den Scheitelpunkt S, parallel zu S, 
bis zu A gezogene iiMrecke^ so zerfallt V einmal in: 1. die 

Fläche e7x=/*, 2. das 
krummlinige Viereck 
A, das von der Hy- 
perbel,derAsymptote 
Ä, sowie den beiden 
Strecken Z, la begrenzt 
wird; 3. einem über 
a stehenden Dreieck 
^n. Somit hat man 
für die Inhalte F, A, 
Jx, ^ndie Relation: 

(30 a) 
F=i/Z+A + J,. 

Das Dreieck -J^ ZT 
ist die Hälfte des 
Parallelogramms Ily 
das entsteht, wenn 
man durch 8 die 
Parallelen zu beiden 
Asymptoten legt. Das für irgend einen Hyperbelpnnkt P 
durch dieselbe Konstruktion entHtehende Pamllelo^rramm hat 
(s. diese Sammlung Bd. YJH, § 46) denselben Inhalt 11. 

Die Hälfte des letzteren Parallelogramms ist das von 
Ä, l und r begrenzte Dreieck J^. 

Durch den Radius vekt(»r r zerlegt sich das Viereck V 
andererseits in 1. das Dreieck Aa, mit dem Inhalt ^Ily 
2. die Fläche Jx^ 3. den Sektor S, so daß auch: 

(30b) F=i/7+e7, + S. 

Die Vergleichung von (30 a) mit (30 b) lehrt zunächst ^ daß 

(31) A = S: 

^er Hyperbelsektor, mit der Spitze in Oy 
und den begrenzenden Radien vektoren a, r, 
besitzt denselben Inhalt, wie das krumm- 
linige Viereck, das von der Asymptote J., der 
Hyperbel und den von Pzu B bis zu A parallel 
gezogenen Strecken l^l^ eingeschlossen ist.*^ 




Fig. 4. 
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Nun ist ersichtlich, daß: 
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(32) 



Ä+e4 = 



xy 

2 ' 



so daß man, mit Rücksicht auf (31), für den gesuchten In* 
halt Jx zunächst erhalt: 

(33) J.^'^-k. 

Der Inhalt A wird durch (III) geliefert: 

,331 A-^ii. 

Hier sind a, ß gleich den Langen der durch S resp. P 
parallel zur Asymptote A bis zur Asymptote B gezogenen 

Strecken, ihr Verhältnis — also gleich dem Verhältnis der 

durch P, 8 auf B gefällten Lote. Letzteres Verhältnis hat 

aber, da — ^--^ = 1 die Gleichung von B ist, nach den 

Elementen (s. diese Sammlung Bd. Vm, § 14) den Wert -^ + y • 

Die Einsetzung dieses Wertes in (33^ führt, wegen (31), 
direkt zur dritten Formel von (IIIO; aus dieser fließen, 
unter Berücksichtigung von (32) und (16) die beiden andern 
Formeln (IIl'). 

Nach dieser vorläufigen Erledigung der Kegelschnitte 
seien zwei wichtige transzendente Kurven behandelt, die 
Kettenlinie und die Zykloide. 

IV. Kettenlinie. 

Die Gleichung der Kettenlinie lautet, wie die Mechanik 
zeigt, wenn man deren 
Achse als Abszissenachse y 

wählt: 

(34) y = -^e« + e -}. 

Die Gestalt der Kurve 
ist die eines an zwei Stellen 
aufgehängten Fadens. 




Fig. 6. 
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Denkt man sich die Abszissenadiße horizontal, und ist 
8 der Scheitel, d. L der tie&te Punkt der Kurve, so be- 
deutet a die Ordinate von 8, 

Eb soll der Inhalt Js= Jq der auf der Abszisse x stehen- 
den Flache beredmet werden: 



(35) 
Da 



«'ä = «/o 



^^jdxye^ + e «) 



x_ 
a 



i ^\ i JL ( _ *y 1 

^ ^ a ^ ' a 

(Diffir. § 14, 8. 177, (44)), so kommt unmittelbar: 



(IV) 









Erhebt man einmal Jx gemäß (IV) ins Quadrat, anderer- 
seits die Größe ay (34) und subtrahiert^ so erhalt man: 

(IVO (e/;)« = a^y^ - a* = a%« - a«) . 

Errichtet man also über y ein rechtwinkliges Dreieck, 
dessen eine Kathete a ist, und nennt b die zweite Kathete, 
so ist y* — a* = 62^ mithin Jx = ab, d. L der doppelte Inhalt 
jenes Dreiecks. 

V. Zykloide. 

Unter der (gemeinen) Zykloide versteht man die ebene 
Kurve, die von einem beliebig, aber fest gewählten Punkt P 

derPeripherie eines festen 
Kreises beschrieben wird, 
wahrend der Ej-eis auf 
einer festen Geraden, der 
Achse der Zykloide, ohne 
zu gleiten, entlang rollt. 
Ist a der Badius des 
Kreises, und wählt man 
die Achse als Abszissen- 
achse, sowie den Anfangs- 
Fig. 6. punkt als eine der 

Stellen, in denen der Punkt P auf die Achse zu liegen kommt^ 
bedeutet endlich q? den Drehungs (oder WäLfcungs-) Winkel, 
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der den Mittelpunkt des rollenden Kreises in die Lage M 
bringt (s. Fig. 6), so lautet die Gleichung der Kurve^ da 
die Abszisse OB von M gleioh der Länge aq> des abge- 
rollten Elreisbogens PB ist: 

(36) x = a{q)'^smq?) , y«a(l— cos^?) . 

Dem Wert 9? = entspricht die Stelle 0; wächst q? von 
bis 2jr, so hat der Kreis eine volle Drehung erfahren, und 
der Punkt P einen ersten vollständigen Bogen der Zykloide 
beschrieben, auf den wir uns beschränken. 

Man hat für den Inhalt Jjc = Jg der auf der Abszisse x 
stehenden Fläche, gemäß (36), unter Benützung der Sub- 
stitutionsregel (§ 5, II): 



(37) Ja. = «7f = lydx= I y——d(p=^a^ / (1 — cos^?)*^^? 





00 

\d(p — 2 lQOsq)dq)+ 1 coB^<pdq) 
. 

Hier ist jd(p = q?, jco&(pd<p = Bmq), 





= f- + i8m29), 
somit nach Einsetzung in (37): 
(V) J, = J?=o» (^-2sin9> + i8in29))*). 

*) Hieraus (oder auch direkt aus der Formel (A') des % 5) 
l^reohnet sich leicht der Inhalt des zum Zykloidenhogen OF ge- 

h5rigen Sektors (oder Segmentes) 8^: 

S^ = Jx qr='*^x'^'^(^~^ ^^^ — sin 9? + sin 9? cos 9?) 



a*,« «... X a 



=-- "2" (2^^ — 3 sin 9? + <p coB<p) = y (Sx — (py) . 
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Die rechte Seite läßt sich elementar konstruieren. Der 
im Kreise vom Badius a zum Zentriwinkel (p gehörige Sektor 

hat den Inhalt 5^=» — ^9 das zugehörigCi auf der Sehne 5 

stehende Dreieck den Inhalt ^i^ = -^ sin^? und das dem 
Winkel 2 9? entsprechende Dreieck A^^p den Inhalt: 

Jiy = ^a2sin29?. 
Damit nimmt (Y) die Gestalt an: . 

Hier ist S^ ^ A^ der Inhalt des zu (p gehörigen Ej*ei8- 
segmentes 2^^. 

Fallt man noch im Dreieck A^p die Nebenhöhe hy so zer- 
legt dieselbe das Dreieck in zwei Teildreiecke, von denen das 
mit der Spitze im Kreiszentrum den Inhalt ^A^tpheAtit^ mithin 
das andere mit den Seiten A, s den Inhalt As = Afp'-'\A^tp. 
Dann zieht sich (V) zusammen in: 

(V'O J^^JS^iS^-As. 

Aus der Formel (V) fließt im besondem als Inhalt J? " 
einer ganzen Zykloidenfläche: 

(Va) e7?^ = 3a2^: 

9^Der Inhalt einer ganzen Zykloidenfläche ist dreimal so 
groß als der Inhalt des erzeugenden Kreises/^ 

Eine unmittelbare Verallgemeinerung ist die Epi- 
zykloide: 

VI. Epizykloide. 

Diese Kurve entsteht, wenn ein Kreis vom Radius a auf 
der Außenseite*) eines andern^ vom Radius r, ohne zu 



*) Bollt der erste Kreis auf der Innenseite des zweiten, so 
entsteht die „Hypozykloide*^ ; die zugehörigen Formeln gehen aus 
denen des Textes durch Yerfcausohung von a mit — a hervor. 
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gleiten, abrollt (s. Fig.:7). Nimmt man den Mittelpunkt 
des festen Kreises als Anfangspunkt rechtwinkliger Ko- 
ordinaten, und ist X <i®r Drehungswinkel, der den Mittel- 
punkt des rollenden Kreises in die Lage M{S,rj) bringt, 




X 



Fig. 7. 



q> der Winkel der Zentrale OM mit der positiven Abszissen- 
achse, so lautet die Gleichung der Kurve, da der abgerollte 
Kreisbogen die Länge ax = r<p besitzt, und die Strecke PM 
den Winkel q> + x ^^^ der negativen Abszissenachse bildet: 



(38) 



x = (a + rjcosq) — a cos — - — (p 



a 



y = (a -j- r) %\XLq) — a sm — - — (p 



a 



Setzt man 



a + ^ 



a 



= a, so folgt aus (38): 



(380 



dx 
d(p 



= (a + ^) (— sin 9? + sina^?) , 



1 dx 

y -— - =» [(a + t) sin 9? — a sina^?] (-—sin 99 + sin^^?) 



a + r d(p 
, = — (a + r) ^m^(p — a sm^<K(p + sin 9? sinÄ9?(2a -f- r) , 
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Um den Flächeninhalt J^-^J^i 



X 9/ 



za ermitteln, hat man zuvor die drei^ durch die rechte Seite 
von (38') angezeigten Integrale von sin' 97, wi^(xq)y sin^^sina^? 
aufzusuchen. 



Tx • 1 — cos 2 a?, • 

Da sm*9? = -y kommt sofort: 



(39a) 
(39b) 



f . a, j 2<p — em2<p 
I sm^q? a<p — —^ — j , 

/. « , 2(Kcp — em2o(rq> 
sm^aq?a<p= — ^^-—j -. 



Auf das dritte Integral jsinq)Bia(xq)dq) wende man 
die partielle Integration zweimal an, wobei ein Akzent die 
Differentiation nach q? bedeute, so kommt: 

j%m(p Binocq)d<p = — /(COS9?)' sina><pd<p 

= —cos 99 smocip + ocfco&q) C0Q(X(pdq) , 

(xjcosq) coBOCipdq) = (xj{8m<py coaocq? dq? 

= (X Bm<p cos(X<p -\- (x^f&mq> WJKxq) d(p , 

somit durch Yereinigung: 

(39c) (l--a^)JQiaq)Bm(x<pdq)===—co&(psm(X(p+(Kainipeos(Kq)9 

Substituiert man die Ergebnisse (39 a), (39b), (39 c) in (380, 
und setzt für oc seinen Wert ein, so ergibt sich: 

(VI) -T-^r 



=[■ 



'2 4 4(a + r) a ^ 



a' r . a + r . a + r . a + r 
— cos 99 sm (p H sm^? cos 9? 
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Der Ausdruck (VI) für den Inhalt J^ ist nichts weniger 
als durchsichtig. Der innere Grund dieser Undurchsichtig- 
keit liegt aber in der unzweckmäßigen Fragestellung. Es 
würde ersichtlich ^^natürlicher^^*) sein, den Inhalt des auf 
dem Epizykloidenbogen B^P stehenden Sektors S^ mit der 
Spitze in zu berechnen, was direkt mittels der Formel (A') 
des § 5: 



geschieht. Der Inhalt «7^ ergäbe sich dann gemäß der 
Figur aus: 

Nun ist auf Grund von (38): 

— = Ä cosQ? — cosccw, — = (x&inw — sin^o? : 

— == — sin9? + sina9o, -^= cos^? — cosa^?; 

somit wird: 

xi/— yccf^ a^(x[(x + 1) [1 — cos(a — l)(p\ , 
Da aber: 

sin (öt — 1)9? 



/ 



[l-cos(öc-l)99]d99 = 9?- ^__^ 



_ (a — - 1)99 — sin (ä — 1)99 

und: 

oc — 1 = — , [or — l)<p = ;^ (wo X der Wälzungswinkel), 

{(x + l)a(K {a + r){2a + r) 



(X-1 



*) Man nennt überhaupt derartige Bestimmungsstüoke einer 

Kurve, wie hier den Wälzungswinkel z und den Sektor 8^, die 

unmittelbar mit der Erzeugung der Kurve verknüpft sind, „na- 
türliche''. 
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80 ergibt sich für den Sektor S^ der einfache Aus- 
druck: 

1 (a + r)(2a + r)r , . ,, 
- 2 r [«Ot - 8"»Z)] » 

der mit Zirkel and Lineal konstruierbar ist 

Um hieraas wieder die Formel (Vi) abzaleiten, hat man 
noch za berücksichtigen, daß aus (38) durch Multiplikation 
hervorgeht: 



a« 



= ^»'Bui2<p + ^8ia2(x-q>~(X.Bm{(x + l)^. 



Bildet man dann die Differenz -^ — 8^, so erhält man^ 

nach Einsetzung des Wertes für ^, in der Tat den 

Ausdruck (VI) für J?. 

Die Formel (VI') läßt noch einen Zusammenhang mit 
der Zykloide (36) erkennen. Läßt man den Kreis vom 
Radius a andererseits auf der im Punkte Bq errichteten 
Tangente des festen Kreises (vom Radius r) in der Richtung 
der positiven y- Achse abrollen, so entsteht eine der Epi- 
zykloide „zugeordnete" Zykloide. Gehört zum Wälzungs- 
winkel x ^^^ Punkt P^ dieser Zykloide, so ist seine Ordi- 
nate rj , das ist sein Abstand von jener festen Kreistangente 
nach (38), von der Länge a(;u — sin;^). 

„Sonach ist der Inhalt des Epizykloiden- 
sektors S^ proportional dem Abstände tj des 
Punktes (x) der zugeordneten Zykloide von 
der im Punkte JBq des festen Kreises er- 
richteten Tangente." 

Hat der Wälzungswinkel x ^® Größe 277 erreicht, so 
hat der rollende Kreis eine volle Umdrehung erfahren und 
die Epizykloide einen ersten vollen Bogen beschrieben. Der 
zugehörige Sektor S hat dann gemäß (VI^ den Inhalt: 

(Via) 5=.na.<^ + ">^^^ + "\ 
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Andererseits besitzt der zum zugehörigen Zentriwinkel 

9? = 2ä • — gehörige Sektor des festen Kreises den Inhalt am. 

Zieht man den letzteren Inhalt von S (Via) ab, so muß 
sich gerade der Inhalt M der auf dem festen Kreise stehenden^ 
mondförmigen vollen Epizykloidenfläche ergeben: 

(VIb) Jf=.a. ^^ + ")f^ + "^ -ar. = a^.(2^ + 3). 

Diese Formel ist die Verallgemeinerung^ der entsprechen- 
den Formel (Va) für die volle Zykloidenfläche. In der Tat 
kann man sich die oben konstruierte zugeordnete Zykloide 
auch dadurch entstanden denken^ daß man den Radius r 
des bisher festgehaltenen Kreises^ während sein Mittelpunkt 
auf der negativen Abszissenachse entlang rückt, unbegrenzt 
wachsen läßt.*) Die Grenzlage des Kreises für limr = oo 
wird dann eben seine feste Tangente in jBq, d. h. die in JB^ 
auf der o^Achse senkrecht stehende Gerade. 



*) Dieser Grenzübergang von der Epizykloide l&ßt sich auch 
direkt an den Gleichungen (38) vollziehen. Führt man in (38) 

statt fp den W&lzungswinkel x= ^ni und bezieht die Epi- 
zykloide auf ein dem alten paralleles Koordinatensystem (Xy^,y^ 
mit dem Anfangspunkt JB©? so geht, da x^=x — r, yj = y, die 
Darst^ung (38) über in die folgende: 



(38a) 



iCj = acos^;i: + r (cos^;i: — ij — acos^l + ^j;: , 



Pur lim/' = oo wird aber: 

limcos— ;i: = 1 , lim— ;i: = 0, lim sin— je = 0, 

VT T 

sm — X 
a T '> 

limrsin-;i: = a;i:liin— =^ax, 

r a 

r — 

und (38a) wird zu: 

(860 «1 = «(1 — cos;c) , y = a{x — emx); 

das ist aber die Darstellung (36) der Zykloide, nur daß die beiden 
Koordinatenachsen ihre Bolle vertauscht haben. 
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Für limr = cx) geht aber^ wie es sein muß, die Formel 
(VIb) in (Va) über. 



Vli. Kreisevolvente. 

Ein Punkt B durchlaufe, von einer beliebig, aber fest 
gewählten Anfangslage B^ aus, die Peripherie eines Kreises 
mit dem Mittelpunkt und dem Radius a. Man denke 
sich in jeder Lage B (im Sinne des abnehmenden Zentri- 
winkels) die Tangente errichtet und auf ihr, von B aus, die 
Länge des Kreisbogens B^B abgetragen. Der Endpunkt P 




beschreibt dann eine Kreisevolvente.*) Man nehme zum 
Anfang eines rechtwinkligen Koordinatensystems und die 
von nach Bq gerichtete Gerade als ü:- Achse. Der Punkt 
P(x^ y) besitzt, wenn <p der zum Bogen BB^ gehörige Zeptri- 
Winkel ist, die Koordinaten (s. Fig. 8): 

(40) X == a(cos9? + q) sin^?) , y = a{mi(p — tp costp) • 

Dem Werte 99 = entspricht der Wert ^ = a(y = 0). 
Aus (40) folgt: 



(41) 



. dx j dy 

af=^— = aq)COsq)y y'=^-^=^aq)sm(p, 



*) Hierauf gründet sich die „mechanische^ Erzeugung der 
Kurve (s. § 21). Man denke sich um die starr, etwa als Umfang 
eines Bades, gedachte Kreisperipherie einen Faden gelegt, diesen 
in Bq aufgeschnitten und dann unter steter Spannung vom Kreise 
abgewickelt. Der Endpunkt P des Fadens beschreibt die Kurve. 
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also umgekehrt, wie auch leicht durch partielle Integratioii 
bestätigt wird: 

(42) j<pBiaq)d<p^&m(p—(pcos<p, fq?co8<pdq)=coBq)+q)Bm(p^ 



Für den fraglichen Inhalt J^^^Ja^^'fydx^fyafdtp 

a 

hat man zunächst gemäß (40), (41): 

(43) ~2 «'o' = / 9^ ^^9^ C08(p dfp^^jq)^ cos*9> d<p • 



Die beiden Integrale rechterhand werten sich mit EUlfe 
von (42) aus wie folgt: 

f(p 8mq> cos 9? d<p=^^f<p sm2<pdq? = ^f2xp sin29? d{2(p) 

= ^(8in29? — 297 COS299) , 

J(p^cos^<pdq>==ij<p\l+cos2(p)d^=^jq)^dq>+^lq)^co&2q)dq? 
^^ + ^l(2(pYcos2<pd{2(p). 

Im letzten Integrale setze man 29?»^'^ ^^ liefert par- 
tielle Integration, mit Rücksicht auf (42): 

fy)^ cos v^ dtp = jyj^ (siny)' dtp = tp^ siatp — 2jip sin y; dtp 

=r tp^ sintp — 2 (sin^ — tp co&tp) 

= 4:(p^ sin29?— 2sin29? + 49? COS299 , 
mithin: 

ip^ ooB^q) d(p=^-^ + i(29?* sin29? — sin29? + 2(p COS299) , 

und daher, gemäß (43): 

(VII) J^=J;==a^Usuk2q)^i(pcoB2(p~-^(p^&ia2(p'-^. 

Hieran knüpft sich eine analoge Bemerkung wie an (YI). 
Wegen der Rolle, die der Punkt und der Winkel tp für 
die Kreisevolvente spielen, wird man wiederum als die 
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y^atürliohe^' Quadratur der Kurve die Inhaltsberechnung für 
den auf dem Bogen BqP stehenden Sektor 8^^ mit der 
Spitze in ansehen. Aus (40) und (41) folgt: 

= (cos 9? + <p einq)) <p siatp — (sin 97 — 9? co&q)) q> QQ%q> = 9?*, 



it, da hp^dtp^^^SS'^^^ W-var}d(p: 



somit 



Wie man sieht, ist die rechte Seite von (VUf) gerade 
das negativ genommene letzte Glied in (VII). Da sich aber 
wiederum das rechtwinklige Dreieck mit den Katheten x, y 

in die Flachen S^ und J^ zerlegt, so muß das Aggregat 
der drei ersten Glieder rechts in (VII) den Wert -^ be- 
sitzen. In der Tat folgt aus (40): 

— I » (cos 9? + 9^ sin 9?) (sin 97 — 9? cos 99) 

= ^sin29? — 9?cos29 — \q)^ wi2q) . 

Hieran mögen sich noch zwei bemerkenswerte algebraische 
Kurven anschließen, die höhere Parabel und die JLenmiskate. 

VnL Höhere Parabel. 

Die Gleichung einer solchen lautet (Diffr. § 3^ S. 24): 

(44) y = cx^ , 



*) Der Ausdruck —— l&6t sieh stereometrisch konstruieren 

b 

als Stück der Fläche eines geraden Kreiszylinders, was dem Leser 

überlassen bleibe. 



§ 7. Quadraturen einzelner ebener Xurren. 97 

wo m eine beliebige rationale Zahl und c ein konstanter 
Faktor ist. Schließt man jetzt den unter III behandelten 
Fall der Hyperbel (m = — 1) aus, so erhält man sofort , da 

cc^dx= — — r, für den Inhalt JJ: 
m + 1' 



a 



in Übereinstimmung mit der Formel (Diffir. § 3, S. 26), wo 
weitere Folgerungen aus der Formel (VIII) gezogen sind. 
Die Formel (VIII) gilt offenbar auch für beliebige irrationale 
Exponenten, die Kurve ist dann eine transzendente. 

IX. Lemniskate. 

Diese Kurve ist der Ort eines Punktes P, für den das 
Produkt der Entfernungen r^ , r^ von zwei festen Punkten 

1^1, jP, konstant, =0«, ist Die Entfernung i^ijFg sei 2e; 
wählt man die Gerade F^F^ als :2> Achse, den Mittelpunkt 

der Strecke F^F^ als Anfangspunkt, so ist: 

r? = (a; + 6)2 + yS fi = {x-ey + y^ 

also die Gleichung der Kurve, wenn r den fiadiusvektor OP 
bedeutet: 

(45) (y2 + 62)2 — 4ii;2c2 = c*. 

Führt man hier vermöge a; = rcos9?, y = rQmq) Polar- 
koordinaten r, q) ein, so geht (45) über in: 

(450 *•* - 2r262(2 cos2 <^ _ l) + (^4 __ ^4) = q , 

oder, wenn man den doppelten Winkel 2q) benutzt, und die 
in r* quadratische Gleichung (45^ auflöst: 



(45'0 r 2 = e« cos 2 9? + ye*cos22^ — (e* — c*) 

= e^ cos 2^9 + "^c^ — e* sin229? . 

W. Fr Meyer, Integralrechnung. 7 
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Für c^ye'^ kann die Quadratwurzel nur das positive 
Vorzeichen erhalten; die Kurve besteht dann nur aus einem 
Zuge (Fig. 9 a). Ffir c'<e^ ist die Quadratwurzel (solange 




Fig. 9a. 



sie überhaupt reell ist); des doppelten Vorzeichens fähig; 
die Kurve besteht dann aus zwei Zügen (Fig. 9 b). Im 



y 





ef F, 



Fig. 9 b. 



Grenzfall ^^ = 6^ (^^spezielle'' Lemniskate) lief ert das nega- 
tive Vorzeichen der Wurzel den Wert r = 0, die Kurve hat 




Fig. 9 c. 



in einen Doppelpunkt (s. § 15, A) und besteht aus einem Zuge 
(Fig. 9o). Mit Rücksicht auf (450 ^^d es sich empfehlen, die 
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Quadraturaufgabe in Polarkoordinaten mittels der Formel 
^0 =i/^*^9^ (§ 5i i^)) ^^ behandeln. Denmach ergibt sich 



f fir den Sektorinhalt S^ zuvorderst, wobei der Quadratwurzel 
das positive Vorzeichen beigelegt werde: 

(46) ^l = %\ «ös2<^ d(p + ^ ^c^---e^sm^2(pd(p . 





Hier ist: 



/« 




cos 2^? (^99 *= ^sin29? , 
ö 



i ic^ — e^da^2(pd<p-=^c^ yi'--^8ia^2(pd(p. 



Setzt man 2q) = \py also ;r^ = i> so Kefert die Sub- 



stitutionsregel : 

9 V 



i c» j l/l - ^ 8in«2 9) d?) = ic« j l/l - ^ sin V dy> , 



e* 



oder, wenn man zur Abkürzung x^ = -^ setzt: 

^fyc*—e^ sin« 2 9? d<^ = |c«jyi — x2sm> ^V • 

Um das Integral rechterhand auf eine algebraische 
Form zu bringen, substituiere man ;8r = sin^ als neue Va- 

riable, so konunt, da $^= ^ ^ - 



de cosy yi 

V 



f. /"-i/l-x««» /* l -x»;g» 





und damit: 
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(IX) 



fifg' = _ sui 2 9? + — / ,— dg 



c* 



x* = -^, jg? = sm29?. 



Das letzterhaltene Integral gehört zur Gattung der 
„elliptischen" (s. Abschnitt IV), die sich nicht auf ele- 
mentare Funktionen zurückführen lassen. 

Für die spezielle Lemniskate e = c ist dagegen die 
Quadratur sofort ausführbar: 

(IXa) SJ = e^j cos2(p d(p = ^e^ sin29? 





= e^ sin9?cos9? = ^e*l/l — j-^. 



7t 

Bewegt sich (p von bis -^-j so beschreibt P den im 



ersten Quadranten gelegenen Sektor der Lemniskate. Da 

8q =-K} s^ besitzt der Flächeninhalt der ganzen Lemnis- 
kate den Wert 2 c*. 

Endlich behandeln wir noch drei Kurven^ deren Gleichung 
von vornherein in Polarkoordinaten gegeben ist, nämlich 
die drei einfachsten Spiralen. 

X. Archimedische Spirale: r^atp. 

Die Eonstante a sei positiv*) genonmien^ d. h. die Spirale 
eine (von rechts nach) links gewundene. Die Kurve geht 
durch den Pol und windet sich unbegrenzt oft um ihn 
herum^ indem r bei wachsendem (p stets zunimmt, so daß 
auf irgend einem unter dem Winkel (p gegen die Achse ge- 

*) Bei negativem a muß, da r positiv ausfaUen muß, auch q> 
negativ sein, d. h. die Kurve ist dann eine (von links nach) rechta 
gewundene, das Spiegelbild der frühereii in bezug auf die Pol- 
achse. Die entsprechenden Bemerkungen gelten für die hyper- 
bolische und die logarithmische Spirale (XI, XII), nur das bei 
letzterer der Sinn der Windung durch das Vorzeichen von b 
bedinj^ ist. 
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zehnen Strahle die Kurvenpunkte aq), a{(p'\-2n)y a{(p-\-4tn)... 
liegen. Für den Inhalt des Sektors 5^ kommt unmittelbar^ 

da (q>^ dq)^^\q)^i 



(X) 



y 




Fig. 10. 

Die Übereinstimmung mit (VIIO lehrt: Trägt man in 
die Figur der Archimedischen Spirale eine zum Kreise mit 
dem Mittelpunkt {—ayO) und dem Radius a^ sowie zum 
Ausgangspunkte gehörige Kreise volvente ein^ so gehören 
zu gleichen Winkeln (p inhaltsgleiche Sektoren beider Kurven. 

XL Hyperbolische Spirale: r=« — . 

Die Konstante a sei wiederum positiv. Bei zunehmen- 
dem Winkel <p nimmt r unbegrenzt ab; auf einem unter 
dem Winkel q) gegen die Achse gezogenen Strahl liegen die 

Punkte — , — r-^— 1 — T-M — >••• 1^16 Kurve windet sich 

q) q> + 27i q> + 47i 

von rechts nach links unbegrenzt oft um den Pol herum; 
da sie sich diesem dabei unbegrenzt nähert^ heißt er ein 
,^S7mptotischer^^ Punkt der Kurve. Konvergiert anderer- 
seits <p gegen Null, so übersteigt r jede Größe. Da aber 

rsinq) = y, also y=^a — —, und lim — — = 1 (Diflfr. § 5, S. 45), 

(p <p=0 <p 
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so ist die zur Achse im Abstände a gezogene Parallele eine 

r \ 1 

Asymptote der Kurve. Ds. j—d<p=^ , so wird: 




Fig. 11. 



(XI) Ä- = ia^(l-i-) = i«^. 



<Pl<P2 



Xn. Logarithmische Spirale: r = a^^. 

Die Konstante a ist stets positiv.*) Für x = ist 
r»a, bei beliebig zunehmendem (p nimmt (bei positivem h) 
auch r unbegrenzt zu; läßt man q) negativ beliebig abnehmen^ 
so nimmt auch r unbegrenzt ab. Die Kurve windet sich 
unbegrenzt oft von rechts nach links um den Pol herum, 
der wiederum ein asymptotischer Punkt der Kurve ist. Auf 
einem Strahle (9?) liegen, für e^^^ = c, ae*^ = v'> die Punkte 



*) Setzt man a = la oder, was dasselbe ist, a = e^, so wird 

r = e* ''"'"'*, d. h. bei variierendem a erhält man lauter kongruente 
Spiralen, die durch Drehung um einen variierenden Winkel a aus 

irgend einer ersten, z. B. r.= e^^, hervorgehen. 
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Da (€^^vY=^2be^'P, kommt: 




Fig. 12. 

Auch für q>^ = resultiert also ein endlicher Flächen- 
inhalt: 

(Xlla) S^^ij{^'<P-l)^ij{^<p + l){^<p-l). 



§ 8. Quadratur der Parabel f&r eine allgemeinere Lage 
der Koordinatenachsen. Simpsonsehe Begel bei recht- 
winkligen und Polar-Eoordinaten. 

Schon in Dißr. § 3, S. 32 war die Quadratur der Parabel 
auch für den Fall behandelt, daß die o;- Achse der Scheitel- 
tangente parallel war. Die Gleichung der Parabel lautete: 

(1) y = ax^ + 2hx + c, 

wo a positiv sei. 

Bedeutet p den Parameter der Parabel, so ist a = ^r— . 

^ 2p 

Je nachdem die in x quadratische Gleichung y = zwei 
reelle Wurzeln hat oder nicht, schneidet die Parabel die 
avAchse oder nicht. Im ersteren Falle wähle man zwei 
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Abszissen (Xy ß so^ daß y im Intervalle {(x^yß) nur einerlei 
Vorzeichen besitzt^ im zweiten Falle beliebig; im Grenzfalle 
endlich^ wo y = eine Doppelwurzel t besitzt (also y = 
Tangente ist), wähle man (K,ß entweder beide <^, oder 
aber beide > t. 



/(' 



ax 



8 



J)2^\{ax^'\-2hx-\-c)dx=^-^-{-})x^'\-cXy so kommt 
für den absoluten Flächeninhalt e/^: 

(I) ±Ji-^(ß^-oi^) + 'b(ß^-oi^) + o{ß^(x) 



-(ß-oc) 



a 

[3" 



a 



{ß^ + OCß + (K^ + h{ß + (x) + C 



= (ß-Oc)\j{(cK + ß)^-(Xß} + b{CK + ß) + C 



WO das positive resp. negative Vorzeichen links einem 
positiven resp. negativen Werte des rechts stehenden Aus- 
drucks entspricht. 

Im besondem möge, falls y = zwei reelle Wurzeln 
Xi f X2(Xi'<C x^) besitzt : 

■b±ib^ — ac —b±iJ 



(2) 



1^2 = 
1^1 



a 



a 



wo also die Diskriminante A (DiflFr. § 7, S. 67) von ax^ 
+ 2bx + c positiv sei, der Inhalt des zwischen der Parabel 
und dem Abszissenstück {x^,X2) befindlichen Segmentes er- 
mittelt werden. Ersetzt man in (I) (K,ß durch x^yX^y so 
hat man noch a^—x^y x^-^x^y x^x^ durch a, 6, c aus- 
zudrücken. Nun ist (s. diese Sammlung Bd. I, § 27): 



(3) 
also: 



_2iÄ _-2h 

Xa X\ y X* ~y~ Xa —— 



a 



\X^ + X^) x^x^ — 



a 
4&2 — ac 



x^x^ — 



a 



a 



2 



a 



2 2 
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Somit ergibt sich für den absoluten Inhalt J^: 

^^*^ ''^ 3^^ 3 '' 

Von der Formel (I) macht man eine Anwendung auf die 
angenäherte Quadratur einer beliebigen Kurve. Es erweist 
sich dann als zweckmäßige die Kurve (für ein Intervall (ä, ß), 
in dem sie nur oberhalb der a;-Achse verlaufe) näherungs- 
weise aus einer Reihe kleiner Parabelbögen zusammenzu- 
setzen^ und zwar wählt man diese ^^Ersatzparabeln^^ so^ daß 
ihre Achsen parallel der Ordinatenachse verlaufen. Bei 
vielen praktischen Anwendungen kennt man überhaupt nur^ 
durch Beobachtung, eine Anzahl von Ordinaten, die zu vor- 
gegebenen, gleich weit abstehenden (^^äquidistanten^O Abszissen 
gehören. Man denke sich zu 2n + l, im Abstände h von- 
einander entfernten Abszissen Xq, x^^, x^; x^y x^, ^4 ; . . . ; 
Xin—2j Xin—if ^2n die entsprechenden (positiven) Ordinaten 

Vof Vif y%\ y^y y%y y4;---; y2«-2, y«n-i, y^n gefunden. Die 
zugehörigen Kurvenpunkte seien P^ , P^ , Pg ; Pg , P3 , P4 ; . . . ; 

Psn— 2> Psn— 1 > P2n« 

Man bestimme die a^ 6, c in (1) so, daß die Ersatz- 
parabeln resp. durch die Punkte i^, Pi, P2 ; P2> P3 > 
P^;...; Pa«—«, P2»-i> P2f» gehen. Es genügt, diese Auf- 
gabe nebst der zugehörigen Quadratur für eine einzelne solche 
Parabel^ etwa für die erste, zu lösen. Man wähle die Lage 
des Anfangspunktes so, daß iCi=0 wird, also x^=^ — hj 
2:^ =» -}- ^ • Dann hat man zur Bestimmung der Unbekannten 
a, hj c in (1) die drei Gleichungen: 

(4) yi=c, yQ = ah^ — 2bh-{-c, ^g =^*^ + 26ä + c. 
Der fragliche Inhalt eT'iJ nimmt gemäß (I) den Wert an: 

(5) J^+* = -^.2Ä8 + c-2Ä = |-(2aÄ2 + 6c), 

o 6 

so daß die Kenntnis von h entbehrlich ist. Aus (4) folgt: 

(6) yo + 2^2 = 2aÄ2 + 2c = 2aÄ2 + 2yi, 

(7) 2ah^^y^ + y^-2y^, 6c = 6yi, 
demnach : , 

(8) J^+J= 3-0^, + 4^1+^2). 



*) Hier bedeutet — den Abstand des Scheitels der Parabel 
von der 2;- Achse. 
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Bildet man ebenso die Ausdrücke für die weiteren In- 
halte, und addiert, so ergibt sich als Näherungswert für den 

gesuchten Inhalt J***»: 

(II) e7;««=|-[(yo+y«;n)+4(yi+y8 + ...+y2n-i) 

+ 2(y2+y4 + ... + y2n-2)], 
eine Formel^ die sich leicht in Worte kleiden läßt. 

„Die Formel (II) bildet den Inhalt der 
Simpsonschen Regel für die angenäherte 
Quadratur einer beliebigen ebenen, auf recht* 
winklige Koordinaten bezogenen Kurve/' 
Das Beweisprinzip läßt sich auf den Fall von Polar- 
koordinaten übertragen. Zu 2n+l äquidistanten, d. 1 um 
je einen konstanten Winkel i; unterschiedenen Winkeln 
<Pofq^i,<P2'*»(pin mögen die zagehorigen Werte des Radius- 
vektor ^0 , r^ , rg . . . rgn ermittelt sein. Die bezüglichen Kurven- 
punkte Pq,Pi,P2 ... P%n zerlege man, wie oben^ in n Tripel. 
Durch je drei Punkte Po , Pi , P^ ; Pg , P3 , P4; . . . ; P21»-«, Psn-i , 
P2n lege man eine spiralförmige Ersatzkurve^ deren Gleichung 
in der Gestalt: 

(!') r^ = a(p^ + 2h(p + c 

angenommen sei. Der Inhalt des zu der ersten Kurve ge- 

hörenden Sektors ist nach § 5, (A) gleich ^Jr^d(p und berechnet 

sich, wie oben, zu -^(r? + 4rf + ^1) • Mithin ergibt sich 

analog als Näherungswert für den Inhalt SJ*** des ganzen ur- 
sprünglichen Kurvensektors : 
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+ 2(fi + rl+...+rl„_,)]. 



§ 9. Enbatur von Rotationskörpern. 

Für einige einfache Rotationskörper ist die Kubatur, 
d. i die Ermittelung ihres Volumens, in Diffi*. § 4, S. 34f., 
behandelt worden. Der Fortschritt zu beliebigen Rotations- 
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körpern geschieht auf Grund der nämlichen Prinzipien^ die 
in den §§ 3, 4 für die Quadratur ebener Kurven entwickelt 
worden. Wie dort als elementare Vergleichsfläche das Recht- 
eck diente ; so jetzt als elementarer Vergleichskörper der 
gerade Kreiszylinder, dessen Volumen r^nh ist, wenn r 
den Radius des Grundkreises, h die Höhe des Zylinders 
bedeutet. 

Man gehe von einer ebenen Kurve aus, deren Gleichung 
in rechtwinkligen Koordinaten laute: 

(1) y = m , 

wo f{x) innerhalb eines Intervalles (a, h) eindeutig und gleich- 
mäßig stetig, sowie positiv sei. 

Sei {(K, ß) ein in (a, 6) gelegenes Intervall, so rotiere das 
Kurvenstück oberhalb (a, ß) ganz*) um die rc- Achse und er- 
zeuge so einen geschlossenen Rotationskörper, dessen Volumen 

F^ zu berechnen seL Die Kurve (1) heißt Meridian; 
irgend ein Punkt P(a?,y) der Kurve beschreibt einen Par- 
allelkreis, dessen Zentrum auf der a:-Achse liegt, und 
dessen Radius y ist. 

Für eine variable Endabszisse ß = x wird Ff eine 
Funktion F*= V{x), die „Volumenfunktion*^. Die DiflFe- 
renz AV=V{x + Jx)—V(x), wo Ax positiv sei, gibt das 
Volumen der auf Ax stehenden körperlichen Scheibe an. Im 
Intervall (x^x + Ax) möge y nur wachsen. Dann ist J Fein- 
schließbar zwischen den Volumina der beiden geraden Kreis- 
zylinder, mit der gemeinsamen Höhe Ax, während y^y + Ay 
die Radien ihrer Grundkreise sind. Somit gilt: 

(2) y^7t<^<{p + Ay)^ji, 

daher, wenn man zur Grenze limzl^=0 übergeht, da y, 
also auch y^ stetig ist: 

(3) r(x)^y^jt. 

*) Rotiert das in Rede stehende Kurvenstück nicht ganz um 
die sc- Achse, sondern nur durch einen Winkel 99 hindurch, so tritt 

an die Stelle der Kreisfläche y^Jt der Kreissektor ^-^ . Man hat 
also auch in der Endformel (I) nur den Faktor ji durch ^ zu ersetzen. 
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Dies Ergebnis gilt auch bei negativem Ax, oder auch^ 
wenn y in {x,x + /!ix) nur abnimmt. Aus (3) wird me in 
§ 4 geschlossen^ daß V^=V{x) bei variierender unterer 
Grenze oc gleich jy^ndx ist^ und hieraus wiederum die 
Formel: 

(I) Vi = njy^dx. 

Andererseits zeigt die direkte Herleitung des Ausdrucks 
Ff als Grenze einer Sunune (§ 4) deren allgemeine Gültigkeit. 

^ L „Das Volumen Ff des Rotationskörpers, 
der durch Drehung des über dem Intervall 
{(Xf ß) stehenden Stücks der Kurve y = f[x) 
entsteht^ wird durch (I) erhalten. Schneidet 
die Kurve mehrmals die a;-Achse, so liefert 
(I) die Summe der bezüglichen einzelnen 
Volumina. Umgekehrt wird durch (I) erst 
der Begriff des Volumens Fjf, in Überein- 
stimmung mit der Anschauung, präzisiert.^ 

Bei Kurven, die symmetrisch zur ^-Achse liegen, bei 
denen also entweder +y oder — y als Kurvenfunktion zu- 
grunde zu legen ist, ist zumeist y^ eine einfachere Funktion 
von Xy als y^ so daJB die Kubatur dann leichter auszuführen 
ist; als die Quadratur. 

Wir behandeln einige Beispiele. Wegen des (gewöhn- 
lichen) Rotations-Paraboloides, £llipsoides und Hyperboloides 
sei auf DifEr. § 4, S. 40f. verwiesen. 

I. Botationsparaboloid zweiter Art. 

Dieses entsteht durch Rotation einer Parabel um ihre 
Scheiteltangente. Es sei also die Gleichung der Parabel, 
wie in § 3: 

/X^ 
x^dx = — , kommt sofort: 

/-w-\ -w-r^ 7ZX _ X 
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Nennt man den Scheitel der Meridianparabel den Scheitel 
des in Eede stehenden Körperstumpfes ^ den Abstand eines 
Parallelkreises von dem Scheitel die Höhe des Stumpfes, 
so gilt: 

I. ^^Das Volumen des Körperstumpfes, der 
durch Botation einer Parabel um ihre 
Scheiteltangente entsteht, gerechnet vom 
Scheitel bis zu irgend einem Parallelkreise, 
ist der fünfte Teil vom Volumen eines ge- 
raden Kreiszylinders von derselben Höhe^ 
der den Parallelkreis zum Grundkreise hat''. 
Wir gehen zu dem allgemeineren Fall der höheren 
Parabeln über. 

n. Körper, der entsteht durch Rotation einer 

höheren Parabel um die a;-Achse. 

Die Gleichung der höheren Parabel sei wie in § 7, VULL: 

(5) y^cx^. 

x^^dx=^-zr — — r-* 80 kommt für ein positives 
2m+l ^ 

2m +1 i. e. m> —^: 

eine Formel, die sich wiederum leicht auf eine ein&che geo- 
metrische R^el bringen laßt Ist aber 2m +1 negativ, so 
wird die untere Grenze unzulässig, und es tritt an Stelle 
von (II), für 2m + 1 =« — /i : 

/dx 
— =^lx, so daß die Formel gilt: 
X 

Für m = tritt der Fall des geraden Kreiszylinders ein, 
nach (II) kommt: V^ = 7ic^x. Ist der Wert von m zwischen 
und -— -J- gelegen, so besitzt zwar die Kurve (5) die y- Achse 
zur Asymptote, gleichwohl ist (11) anwendbar und liefert 
einen endlichen Lihalt Vq . 
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m. Botationszykloidoid. 

Dieses entsteht durch Rotation der Zykloide (§ 7, V): 

(6) x = a((p — 6mq)), y = a{l—co&(p) 
um ihre Achse^ die rr- Achse. Demnach hat man: 

q, q, 

(7) rs^ = 7i y^^dcp^na^ il-C0Q(p)^d(p 







^7ia^ 



Hier ist: 



V V V f 

jdq) — 3 I co&q)dg)-\-3 j cos^(pd(p— j GO&^(pdq) 



/, f . f 9 j 2(p + sia2q> 
ldq? = (p, j coQq) = ain(p, I QOs^(pd(p = — - — — 

(s. § 7, 1. c). 

Behufs Ermittelung von jco8^(pdq> wende man partielle 
Integration an: 

jco&^g) d(p = jcoa'^<p (sin 9?)' dq) = sin 93 cos ^ + 2j&in^q? cosq)dq:f 

= sin 99 cos 29? -|- 2j{l — 00S299) COS9P dq) 

= sin 9? COS29? + 2 sin 9? — 2Jco&^q> d(p , 
somit: 

/o^ r ^ j sin93COs29? + 2sina? . . . . 

(8) / cos^(p dq> = ^ — = sin9? — ^Qm^q> . 

Durch Einsetzung und Zusanunenziehung ergibt sich: 
(HI) F2' = 7ra»(-^-4sin^ + fsin29? + isinv). 

Für 9p = 2ji: resultiert als Volumen des durch Botation 
um einen vollen Zykloidenbogen um seine Achse entstehenden 
vollen Zykloidoids: 

(ma) FJ^ = 5jr2a3 — |(a27r){2a:T). 

Die rechte Seite ist der (|)** Teil vom Volumen eines 

firaden Kreiszylinders ^ dessen Grundkreis der erzeugende 
reis der Meridianzykloide^ dessen Höhe die Peripherie 
dieses Kreises ist. 
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IV. Botationskatenoid. 

Dieses entsteht durch Drehung der Kettenlinie (§ 7, TV): 

^ e-^ + e"^) 
um ihre Achse, die ic-Achse. Da: 

2x 



/ 2x /, 2x r %x „ 



e 



a 



so kommt: 

(IV) F? = 



na'^ 



4 L2 



— [e<' ^e « ) +2x 



Vergleicht man mit dem Ausdruck (§ 7, 1. c.) für den 
Flächeninhalt: 

so schreibt sich (IV) auch in der Gestalt: 

(IVO r^=-i;27iyj^ + ^7ia^x. 

Hier ist 2nyJS das Volumen eines geraden, auf der 
Fläche J^ errichteten Zylinders, dessen Höhe die Peripherie 
eines Kreises mit dem Radius y ist, während na'^x das 
Volumen eines geraden Kreiszylinders mit der Höhe x und 
dem Grundradius a darstellt. 

Ist die Gleichung der Meridiankurve in Polarkoordinaten 
gegeben, so wird man letztere auch in das Integral jy^dx 
einfuhren (vgl. § 5, H). Nach der Substitutionsregel ergibt 
sich, für q> als neue unabhängige Variable: 

(10) I y^dx= \y^ -^dq)= \r^sm^(p(—rmLq)-\-yQO&(p)dq) 

= — / r^ sin^9? d(p + /r^/ sin2 9? COS9? dq) . 
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Da {r^r') = (ir^y , so werde das zweite Integral rechts 
der partieUen Integration unterworfen: 

(11) I r^f^ Bin^q) co&(p dq> = I (—1 sin* 9? 0089909? 

r» f , . 

= — sin2 99 CO899 -— ^j r^(— 8m^q) + 2 sin 99 008*99) ^99 

= — sin*99 cos 99 + / r^ sin^T? dq) — ^lr^ sin 99 ^99 . 

Setzt man dies in (10) ein, so zerstört sich das Integral 
jr^Q\n^q)dq)^ und es bleibt: 

(12) fy^dcc = ^'«i°^y<^«y _ ^jrHm^p d<p 

= — ^ ^1 r^BiXKpdq) . 

Sind 99i, 992 die den Werten ß, (x von x korrespon- 

ß 
dierenden Werte von 99, so geht demnach V^ = Jijy^dx 

über m: 

(B) Vi = (^)^ + f «/r« sin?, dq> . 

Vi 

Hier hat jedes der beiden Glieder rechterhand eine 

einfache geometrische Bedeutimg. Das erste Glied ( — ^1 

= Kß — Koc ist die Differenz der Volumina Kß, K» der 
beiden Kegel^ die durch Rotation der auf ß resp. oc stehenden 
rechtwinkligen Dreiecke entstehen. Bezeichnet S^ den auf 
dem Kurvenbogen (<x,ß) stehenden Sektor (mit der Spitze 
in 0), und 2:^ das Volumen des durch Rotation dieses 
Sektors entstehenden Körpers („Sektoroides")> so ist er^ 
sichtlich H^ + Kß=ri + K^. Somit stellt das zweite Glied 

I^TTJr^ sin 99^99 das Volumen dieses Sektoroides dar. 



v% 



Eine Anwendung hiervon werde auf die Archimedische 
Spirale gemacht (§ 7, X): 

(12) r = a99. 
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Das Integral jr^ sin q? d<p wird hier a^jq?^ sin 9? dq> ; nnteiv 

wirft man letzteres wiederholter partieller Integration ^ so 
kommt: 

(13) f<p^ Qin(pd<p = — f(p^ (cos 93)' d(p 

= —(p^co8<p+3J(p^co&q)dq>='-q)^co6q)+3j<p^(Qmq>ydq) 
= —<p^ co&(p + 3q)^ sin 9? — 6/9? sin 9:7 ^9? , 

xmd, da nach § 7, (42) j(p8ia(pdq>=^ — q>co8q) + mn(py so 
resultiert: 

(V) rs= r^ 

= -^[9?%in299co89?+29?'cos9?— 69?^sin99— 1299COS9?+12sin9?J. 

Auf ahnlichem Wege laßt sich auch die logarithmische 
Spirale (§ ly XII) erledigen^ was dem Leser überlassen bleibe. 
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und yerwandter Korper. 

Die erste der beiden in § 9 behufs Kubatur von Rotations- 
körpern eingeschlagenen Methoden läßt sich auf das all- 
gemeine Ellipsoid und andere einfache Körper ausdehnen. 

Die Mittelpunktsgleichung eines dreiachsigen EUipsoides 
in rechtwinkligen Koordinaten (s. diese Sammlung Bd. XXV, 
§ 21) ist: 

wo a^hyC die drei Halbachsen bedeuten. Es sei { irgend 
ein Punkt des Intervalles {—ayo) auf der ic- Achse; ein 
durch ihn senkrecht zur ir- Achse geführter Querschnitt 
schneidet eine EUipse aus, die durch die Gleichungen: 

(2) ^ = ^ fi + ^-l-l-. 

bestimmt ist. Da die Halbachsen \y q dieser Ellipse durch: 

W. Fr. M e y e r , Integralrechnung. 8 
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(3) 6i = + 6j/l-|-*, ci = +cj/l-|* 



2 



geliefert werden^ so erhält man für den Flächeninhalt E{S) 
der ganzen Ellipse gemäß § 1, (11): 

(4) E{i) = n\c,^7ibc{l-^^. 

Vorgelegt sei jetzt das Teilintervall {0, ß), wo </ß^a. 
Die Querschnitte in den Endpunkten 0, ß begrenzen mit 
der zu (0, ß) gehörigen Ellipsoidzone einen geschlossenen 
Körper, dessen Volumen F| ermittelt werden soll. Indem 
wieder ß=^x als variable Endabszisse angefaßt wird, er- 
scheint V^ = V(x) als eine Funktion von x, die „Volumen- 
funktion*^ Nun ist A V= V(x -{-Ax) — V(x) bei positivem A x 
das Volumen der auf Ax stehenden ellipsoidischen Scheibe; 
dieses läßt sich zwischen zwei Grenzen einschließen, den 
Volumina der beiden geraden elliptischen Cylinder mit der 
Höhe Ax, deren Grundflächen Ellipsenflächen mit den In- 
halten E(x) resp. E{X'{-Ax) sind. Daher kommt, da das 
Volumen eines geraden Zylinders das Produkt aus Grund- 
fläche und Höhe ist: 

(5) E{x)<^<E{x + Ax), 

und somit durch Grenzübergang: 

(6) V\x) = E{x)^nhc{l-'^. 

Hieraus ergibt sich, wie in § 4, für das gesuchte Volumen Ff: 



X 



(I) rs^nhcjil-''^ dx = nhcx[l - ^) . 



Im besondem erhält man für x = ai VS = ^7iabc und 
daher: 

la. „Das Volumen des Vollellipsoides mit 
den Halbachsen a^hyO wird durch ^ndbc an- 
gegeben." 
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Dies Ergebnis ist ersichtlich die direkte Yerallgemeine- 
rung der Ausdrücke für das Yolamen eines Rotationsellipsoides 
resp. einer Kugel (s. Diffr. § 4, .8. 41). 

Das zur Ableitung von (I) verwendete Beweisprinzip 
laßt sich ersichtlich auf die Kubatur des elliptischen Para- 
boloidesy sowie des ein- und zweischaligen Hyperboloides 
übertragen. 

IL Elliptisches Paraboloid (s. diese Sammlung 
Bd. XXV, § 24). 

Die Gleichung ist: 

(7) % + -, = ^P^, 

WO p positiv genommen werden darf. Ein im Punkte a;(> 0) 
der ^i^-Achse geführter Querschnitt schneidet eine Ellipse aus 
mit den Halbachsen \y q: 



(8) 6i = + &y2^, Ci = + cppx. 
Somit wird der Flächeninhalt E{x) dieser Ellipse: 

(9) E{x) = Tth^c^ = 2pnhcx . 
Für das Volumen V^ findet man: 

X 

{ß) VS=jE{x) dx = nphex^ . 



Für b='C='l resultiert der Spezialfall des Botationspara- 
boloides pifft. § 4, 8. 43). 

IHa. Einschaliges Hyperboloid (s. diese Sammlung 
Bd. XV, § 22): 

£s ergibt sich, ganz wie bei (I): 

X 

(HI a) Fo» = :zbef{l +'^)dx = nbcx{l + ^) . 



8* 
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nib. Zweischaliges Hyperboloid (s. diese Sammlang 
Bd. XXV, § 23): 

(11) g+4 = ^'-l- 

Die analoge Behandlung liefert tar x> a: 

X 

(Illb) V; = nhcji^^ - 1) dx = nhc [^, - «]] 



um auf diese Weise auch die Kubatur anderer Körper 
zu behandeln^ wird man den letzteren einige Beschrankungen 
auferlegen. Sei wieder auf einer der Achsen^ etwa der 
ÄJ-Achse, ein Intervall (a, ß) vorgelegt und x ein Punkt 
dieses Intervalles, Der im Punkte x geführte Querschnitt 
möge aus der gegebenen Fläche eine einfach geschlossene 
Kurve ausschneiden, und es sei der Inhalt F(x) derselben 
eine bekannte Funktion von Xy die zudem im Intervalle {(X^ß) 
eindeutig und gleichmäßig stetig seL Außerdem soll stets 
Ax ^o klein wählbar sein^ daß im Intervalle (XfX-\-Ax) die 
Funktion F{oo) nur zu- oder nur abnimmt. Dann ergibt 
sich für die Yolumenfunktion V^^V{x) genau wie bei (I): 

r'{x)^F{x) 

und damit: 

(A) Vi^fF{x)dx. 



Für viele Flächen sind indessen die fraglichen Be- 
dingungen schwer festzustellen« Man wird dann auf die zweite 
der in § 9 bei der Kubatur der Rotationskörper verwendeten 
Methoden rekurrieren und so in der Tat zu einer Formel von 
der Gestalt (A) gelangen ^ wo aber F{x) selbst als ein be- 
stimmtes Integral erscheint. Auf die Theorie solcher ,,Doppel- 
integrale^^ wird erst später (Abschn. IV) eingegangen werden. 
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§ 11. Bektiflkation ebener und ränmliclier Karren. 

Die Aufgabe der Bektifikation i. e. der Bestimmung 
der Bogenlänge zwischen zwei Punkten einer Kurve wird in 
der elementaren Geometrie nur für den Kreis behandelt. 

Um die Aufgabe allgemein zu lösen ^ bedarf es einiger 
Vorbetrachtungen über den Begriff einer Kurve überhaupt 
und insbesondere über deren Bogenlänge. Man gehe wieder, 
für rechtwinklige Koordinaten x, y, von einer Funktion 

(1) y = m 

aus, wo f{x) in einem Intervalle (a, b)=={xoj a?„) eindeutig 
und gleichmäßig stetig sei. In das Intervall (a;oy^N) schalte 
man n — 1 Werte (Punkte) ein, rci, Xi,...,Xn-.i, und denke 
sich zu allen n+1 Werten Xi)yXi..,yXn die zugehörigen 
Funktionswerte yo, yi, . . ., y» aus (1) berechnet und als Ordi- 
naten in Xq^ Xi,..,, Xn aufgetragen: die Endpunkte seien 
Poy Pif 'fPn- Verbindet man sukzessive Po mit Pi, Pi mit 
Pj,..., P«_i mit Pn durch je eine geradlinige Strecke, so 
entsteht ein offenes Polygon i7„ . 

„Dieses Polygon iZ„ heiße das zur Funk- 
tion (1) und zur Einteilung (xq, Xi..., Xn) ge- 
hörige Sehnenpolygoii'^ 

Die Gesamtheit der Funktionswerte f{x) in (xq^ x,^) wird 
bei beliebig wachsendem n mit beliebig wachsenc^r Genauig- 
keit durch die Ecken des Sehnenpolygons oder auch durch 
das Sehnenpolygon selbst dargesteUt, vorausgesetzt, daß jede 
der Differenzen Axi = Xi^i — Xi (f = 0, 1,..., »—1) beliebig 
klein wird. Für lim Ja?^ = 0*) nennen wir das Sehnenpolygon 
die ,JKurve^^ y = f{x). Man kann hierbei entweder einen 
idealen oder einen empirischen Standpunkt einnehmen. Im 
ersten Falle denkt man sich alle Axi bereits unter jede vor- 
stellbare IQeinheit gesunken und betrachtet die „Kurve^^ 
als etwas Fertiges, Abgeschlossenes. Im zweiten Falle ver- 
ehrt man wie bei allen Grenzprozessen, die wir bisher aus-» 
geführt haben; man behält sich die Größe der Kleinheit der 

*) Man kann diesen Grenzprozeß auch in drei Schritte zer- 
legen. Der erste dient dazu, einen Punkt (cc) auf der Abszissen- 
achse festzulegen, der zweite, die zugehörige Ordinate y = f{x) 
zu bestimmen, der dritte endlich, die Endpucükte P dieser Ordinate 
eine Kurve ausfüllen zu lassen. 
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Axi und damit den Grad der Annäherung vor. Die zweite 
Vorstellung scheint wegen ihrer Elastizität und zugleich An- 
lehnung an naturwissenschaftliches Messen für viele Aufgaben 
die zweckmäßigere zu sein. 

Um noch deutlicher zu machen^ was der Ersatz des 
Sehnenpolygons i7„ für die Gesamtheit der Werte f{x) be- 
deutet, werden wir den Unterschied zwischen den beiden 
Werten von y, die einem beliebigen Werte von x in (xq, Xn) 
entsprechen, abschätzen. Irgend ein Wert x im Teilintervall 
(Xi, Xi^i){Xi<CXi^i) ist dargestellt durch x = Xi-\-'&Axi, wo 
^ ein bestimmter Wert zwischen und 1 ist. Zum Intervall 

(Xiy Xi^i) gehört die Polygonseite PiPi^i; die in a; auf der 
rc- Achse errichtete Senkrechte treffe jene Seite in P^, ihre 
Länge sei yx> Dann hat nach den Elementen der analytischen 
Geometrie (s. diese Sammlung Bd. VllL, Absdm. 3) y« den 
Wert: 

(2) y. = y,- + * (y.+i - y,) = Rx.) + & [A^,+i) - f(x,)] 

^f(x,) + »Af{x,). 

Andererseits ist der gemäß (1) zu a; gehörige Funktions- 
wert f{x): 

(3) f{x)^f{x, + &Ax,). 

Es seien f{x) und f\x) in {xq, Xn) eindeutig und stetig, 
so darf man die Taylorsche Reihe (Diffr. § 19) bis zu dem 
Gliede mit der zweiten Ableitung inkl. verwenden und erhält 
so für die rechten Seiten von (2), (3): 

(20 y.--f(x.) + »Ax,f{x,) + »^rio^^), 

(30 f(x) = fix,) + »Ax,f\x.) + ^'^ nx^) , 

wo x^y x^ unbekannte Mittelwerte von x im Intervall 
{Xiy Xi^i) bedeuten. Damit wird der Unterschied zwischen 
yaj und f{x)i 

(4) y.-m=^^^[nx^^,)-'»rx^^)]. 

Es sei Axi so klein gewählt, daß die Schwankung von 
f\x) im Intervall [x], Xi^i) unter einer beliebig kleinen vor- 
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gegebenen Größe cd, liege, so wird die rechte Seite von (4), 
absolut genommen, < ^ o * Q^o ^^^ ^'^ so mehr <— ö^ ö>« • 

(5) \yx-f(x)\ <-^a).-. 

Ist /"(^) ebenfalls gleichmäßig stetig in (iro,a;„), so lassen 
sich alle AXi so klein, <€, annehmen, daß alle Schwan- 
kungen CO,- unter ein und derselben Größe a> bleiben, und 
dann gilt für das ganze Intervall (o^, x^ : 

(6) \y.-m\<^^y 

womit der Genauigkeitsgrad des Ersatzpolygons abgeschätzt ist. 
Für die bisher behandelten Angaben der Quadratur und 
Kubatur leistet das Ersatzpolygon dieselben Dienste, wie die 
ideale Kurve, d. h. die Funktion f{p^ selbst. Es genüge, 
dies für die Quadratur zu zeigen. Es ist der zu dem Poly- 
gon gehörige Flächeninhalt zu bestimmen. Auf jeder Strecke 
{pt^y ^^4-i) von der Größe AXi steht ein Trapez mit der Höbe 
Axi und den parallelen Gegenseiten y,- und yi^i = yi + Ayi, 
das also nach den Elementen der Planimetrie den Inhalt 
besitzt: 

A X' 

-^ {2yi + Ayi) = Axi (yi + ^Ay,) . 

Nach dem Roll eschen Theorem (Diflfr. § 15) gehört zu dem 
Funktions wert yi + ^A yi wenigstens ein Argument x^ zwischen 
Xi und Xi + AXiy so daß der Inhalt des Trapezes die Form 

AXif{x^ annimmt. Nach § 4 ist lim SAXif{x^)^jf{x)dx, 

d. i. aber der Inhalt der zur Kurve gehörigen Fläche. 

um nunmehr zu dem BegriflF des (positiven, d. h. im 
Sinne des wachsenden x genommenen) Bogen s des zum 
Intervalle (xq^ Xn) gehörenden Kurvenstückes zu gelangen, 
geht man von dem Umfang IP^ des offenen Sehnenpoly- 
gons Po, Pi,..., P« aus und beweist, daß ?7 für lim Axi = 
einen von der Art der Abnahme der Ax^ unabhängigen Grenz- 
wert s^ besitzt: Dieser Genzwert dient dann als De- 
finition des Kurvenbogens (Po, P«). 



120 § 11* Bektifikation ebener und r&umlicher Kurven. 

Die einzelne Polygonseite hat die Lange yjaf + JyJ 



=-^^.|/ 



'+(41)'"° ^^ 



Da lim —r^ = f'(Xi) = yi ist, kann man erwarten, nach 
§ 4, daß für den gesuchten Grenzwert resultiert: 

(I) ^=jdxfl+^K 

Indessen ist^ wie bei der Ableitung der Substitutions- 
regel (6 5, IE), erst nachzuweisen^ daß sich der Grenzwert (I) 
auch dann ergibt, wenn die beiden Grenzprozesse , die zur 
Ableitung yi resp. zum Integral fuhren, nicht nacheinander, 
sondern gleichzeitig ausgeführt werden. 

Allgemeiner &age man nach dem Grenzwert einer Summe: 

(8) 2Mt)' 

wo (p und q)' in {xo,Xn) gleichmäßig stetige Funktionen des 
Argumentes -r^ seien. Man setze, wie in § 5, (6): 

und nehme, wie dort, an, daß die Konvergenz von -j^ —yj 

gegen Null eine in {xq, x^) gleichmäßige sei, d. h. daß man 
stets /iXi so klein wählen kann, daß für alle Teilintervalle 
in {xo, Xn)f deren Größe <,fj sei, die 6,- sämtlich unter einer 
vorgegebenen Größe e bleiben. 

Dann gilt der Cauchysche Mittelwertsatz für <p (--ä^) • 

(10)9^(^)=9p(j^. + 60=9^(!<) + ßr9''(y. + *fi.) (0<*<1), 
so daß die Summe (8) in zwei Teilsummen zerfallt: 

(80 ^Ax,<p (^) = ^Ax,(p{i/^ + ^Ax,e,<p\iri + »ei) . 



§ 11. Bektifikation ebener und räumlicher Kurven. 121 

Für die zweite Teilsumme hat man: 

(11) \2:Axiei(p\yi + &€,)\ <e 2;Ax,\(p\y, + &e,)\, 

also auch^ wenn M die obere Grenze der \(jf/\ in {xQ,Xn) ist: 

(12) \i:Axie,(pyi + &ei)\<€M(Xn-Xo); 

mithin konvergiert die zweite Teilsumme in (8') für \iaiAXi = 
gegen Null. 

Dann aber gilt in der Tat: 

Kehrt man nunmehr zu dem besonderen Falle (8) zurück, 
so gelte die gleichmäßige Konvergenz von -j^ gegen y' in 

(xQfXn). Die Funktion 9?(A)==yi + X^ erföUt offenbar die 
oben über q> und 9?' gemachten Voraussetzungen, Damit 
ist also bewiesen: 

L „Der Umfang Ui =^Ax,'^l + [^J 

des zum Intervalle (xQ,Xr^ und zur Funk- 
tion f(x) gehörigen Sehnenpolygons besitzt 
unter den angegebenen Voraussetzungen für 
limAxi = den GrenzWert: 

(I) 4=/d;ryr+ys 

a 

der die Bogenlänge der Kurve y^f{x) von 
x = a bis x = h bestimmt/' 

Sind x und y als Funktionen eines Parameters (p 
vorgelegt^ so verfahre man nach der Substitutionsregel 

(§ 5, n). Da 2^= ^ : ^ (Difir. § 13), so kommt ^^l+T 

-^ITIK\ 



1/ (^j + \^] *), und das Integral (I) geht, wenn tp^, <p^ 



*) Die Quadratwurzel ist hier mit dem positiven oder nega- 
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den Werten a^ h entsprechen^ über in: 



<Pq 



Ln besonderen möge die Aufgabe der Rektifikation far 
Polarkoordinaten erledigt werden. Aus x==rco&<py y=rsixiqpy 
wo r als g^ebene Funktion von q> zu denken ist^ folgt fär 

d(p 

MA\^^ ... dy , ^ • 

(14) -^ = —r sin 97 + ^00899, -^^rcoB<p + r8mq)j 

\d(p) \dq>/ 

y,Ist die Gleichung einer ebenen Kurve in 
Polarkoordinaten: 

(15) r = r{<p), 

so ist der zu den Grenzen (potq>i gehörige 
Bogen ausgedrückt durch: 

(PO s^=ff^+?'^d<p.^' 

Vo 

Die Übertragung dieser Ergebnisse auf Baumkurven 
bietet keine Schwierigkeiten. Es seien, in rechtwinkligen 
Koordinaten x,yyZi 

(16) x==m, y=g({)y B = h{{)y 

und f, g, h für ein Intervall {t^ , t^) eindeutige und gleich- 
maßig stetige ENinktionen des Parameters t. Die Gesamt- 
heit der Wertsysteme x, y, b für das Intervall (^ , t^) steUt 
eine ,^Ranmkurve^' dar. 



tiven Vorzeichen zu versehen, je nachdem x mit wachsendem fp 
wächst oder abnimmt. Die entsprechende Bemerkung gilt auch 
für das Folgende. 



§ 11. Bektifikation ebener und räumlicher Kurven. 123 

Man denke sich wiederum ^ durch Einschaltung von 
n — 1 Zwischenwerten t, das zugehörige Sehnenpolygon 

Po , Pi .,.fPn. Für den Umfang U*^ desselben erhalt man 

den Ausdruck 2'^^y(^)V (41)% (-^f)'- S^^d auch 

—TTy-TTy -TT in (^, ^) eindeutig und gleichmäßig stetig, und 
at at^ dt j^ j j^ 

konvergieren die Differenzenquotienten —rj , —^ , — tt gleich- 
mäßig gegen die bezüglichen Differentialquotienten, so be- 
weist man, wie oben, daß: 



- ^-V(^)V(^W^) 



2 






=H(S)'+(f+(S)' 



^1 

Dieser Grenzwert wird als die Bogenlänge «^ der 
Kurve (16) erklärt: 

Nimmt man im besonderen als Parameter eine der 
Koordinaten, etwa x selbst, so erhält der zum Intervalle 
{x^yX^ gehörige Bogen den Ausdruck: 



Xi 



n. „Der zum Intervalle (^,^) gehörige 
Bogen der Eaumkurve bestimmt sich durch 
(II), und wenn im besonderen x als Para- 
meter gewählt wird, durch (H')." 
Von der Formel (II) werde eine Anwendung auf den 
Fall räumlicher Polarkoordinaten gemacht (s. diese Samm- 
lung Bd. IV, S. 205): 

(17) a; = rsin^co89?, y = rsin^8in97, ;Sf = rcos^, 



1 
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WO man r als Radiusvektor , i^ und (p als geographische 
Breite resp. Länge des Punktes (Xy y^ z) bezeichnet. Es seien 
r, d'y q) Funktionen von t, für die innerhalb eines Inter- 
valles ifiyt^) dieselben Voraussetzungen gelten sollen^ wie 
oben für Xy y, z. Für: 

v_^^ ./-^y •-^^ ^-^^ A'^^^ ^'-^^ 
^~Tt' ^^di' "^^W "^^df ^''^dt' '^'^ dt 

kommt durch Differentiation der Formeln (17) nach t: 

1af=^ —r sin^ sin 9? 9/+ r cosi> C0S9? d'+ ^ sin^ 0089:^ , 
y'= rsindcos9?9?'+rcosdsin9? d'+r'8indsin9?, 
/= . — rsini?^ +r'coQ'». 

Quadriert und addiert man die Ausdrücke (18)^ so er- 
gibt sich nach einigen Zusammenziehungen: 

(19) a/2 + ^2 ^ /2 _ r2(8in2d 9?'2 ^ ^2) ^ /2 

und damit für den gesuchten Bogen s^: 

fe 

(irO s^ =fdtir^(sm^&(p'^ + '»'^) + /^ . 

h 

Wählt man speziell eine der Größen r, '&y (p selbst als 
Parameter ^, so hat man nur in (11") resp. r', ^', q/ gleich 
der Einheit zu setzen. 

Aus den Formeln (I)^ (II) lassen sich durch Differen- 
tiation einige Folgerungen ziehen. Faßt man in (I) 6 wieder 
als variable Endabszisse x auf^ so kommt^ gemäß § 4^ VIII: 

(20) ^=yr+7». 

Verbindet man andererseits den Punkt P{Xy y) der 
Kurve y = f(x) mit einem andern, zum Intervalle (a, 6) ge- 
hörigen Punkte Q{x + Ax,y + Ay) durch eine „Sehne" Sx, 

1/ (AyV . 
deren Länge also Sx^^Axy l + l-p-) ist, so gilt auch: 

(21) lim 4^=yrqr^«4^: 
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^^Die Ableitung des Kurvenbogens s^ nach 
der Endabszisse x läßt sich auch als Grenz- 
wert lim —^ auffassen^ wo Sx die Länge einer 

vom Endpunkte des Bogens auslaufenden 
Kurvensehne bedeutet." 
In gleicher Weise folgt aus (I'): 



Sa 



dsj 



Vo 



(210 lü» ^=i^^y"- dn, • 

Genau die entsprechenden Formeln gelten für Raum- 
kurven: 

(22) hm — - = — ^, hm -tt^-tt* 

j«=o^^ dx At=o' ^t dt 

Der Inhalt der Formehi (21), (22) läßt sich noch in 
anderer Weise geometrisch ausdrücken. Der Quotient -p- 

^ X 

ist der Kosinus des Winkels a, den die in der Richtung PQ 
genommene Sehne mit der positiven :r-Achse bildet. Für 
limJa; = geht die Sehne über in die Tangente (s. § 15) 
der Kurve in P, und der Winkel o in den Winkel r der 
(im Sinne des wachsenden x gerichteten) Tangente mit der 
positiven ic- Achse. Das Entsprechende ^t für Kaumkurven. 
Damit gestatten die Formeln (18), (20) die Fassung: 

„Die Ableitung eines, mit variabelm End- 
punkte gedachten Bogens einer ebenen oder 
räumlichen Kurve nach einer der Endkoordi- 
naten ist der Kosinus des Winkels, den die 
Tangente im Endpunkte des Bogens mit der 
bezüglichen Koordinatenachse bildet/' 
Die Formeln (20), (22) lassen noch eine andere Modi- 
fikation zu. Man vergleiche den Bogen s= s^"^^"^ der Kurve 
in Ebene oder Raum mit der zugehörigen Sehne, deren Länge 
kurz mit s^ bezeichnet sei. Dann entsteht: 

x-\-Ax x-{-Ax 

fdxil+t/'^ j dxil + f/^ +1^ 

(23) — = ^ , resp. = 



' -f+(^)" ^'^M^M 



Ax, 
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Xno VW gemiß § 4, YHI: 

lim ' j^ -/iJ-)> 

mithin tsÜgtz 

(24) lim— = 1. 

Dies fj^lMiis läßt sädi so fiHnniUeiai: 

„Nimmt man fnr eine Kurve in Ebene oder 
Raom den von einem beliebig, aber fest ge- 
wählten Aofangspankte ans gerechneten 
Bogen als nnabhängige Variable, so ist die 
Ableitung der von demselben Anfangs- 
punkte ans gemessenen Sehne nach jener 
Vartabeln gleich der Einheit." 



§ 12. Bektifikatloii eimger Kvtoi {■ Ebeae ud Bmom. 

Die Rektifikation än^er Knrvm möge lecknniscfa dnrt^- 
geföhrt w^den. 

L Parabel. 

Mao setze deren Glächong, wie in § 3 (1), in der Gie- 



dx 
als neue Variable m, so dafi -r- = i), 

1 (I) des § 11, in Verbindung mit der 
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Nach § 7, (27), (29) war: 
(4) 2J-lir+g^de = gil+g^ + l{e+yT+7*). 

Fährt man wieder die alte Variable x ein, so ei^bt sich: 

" 2^ +2"^ p • 

Die BektifikatioQ der Parabel führt also^ abgesehen von 
einer algebraischen Funktion, auf einen Logarithmus. 

IT. Kettenlinie: y^^ye^+e"^) (s. § 7, (34)). 
Es wird: 



XX X 



(5) j^=^^i^, yi+7^=f^^^=i. 



X X 



•xj /e« + 6«, a( ^ -^\ 
somit, da / ^ ax = -^\e^ — e «j: 

(H) 5j = -|(ö«-e""«). 

Vergleicht man dieses Ergebnis mit dem in § 7, (IV) für 

den Flächeninhalt JJ erhaltenen: J^ = — \e^-^e «j, so ge- 
langt man zur Relation: 

(HO J? = a4, J-f = asf. 

Der Flächeninhalt J^ einer Kettenlinie mit der Scheitel- 
ordinate a ist also der eines Rechtecks, dessen Grundlinie 
der zugehörige Kurvenbogen und dessen Höhe gleich a ist. 

Andererseits lehrt der Vergleich mit der dortigen Re- 
lation (IVO (e7?)2 = a2(^2_ö^8) = a262, daß: 



d. h. Sq ist an Länge gleich der zweiten Kathete des dortigen 
rechtwinkligen Dreiecks, dessen andere Kathete a und dessen 
Hypotenuse y ist. 
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m. Zykloide: 

X == a{(p — wk(p) , y = a(l — COS9?) (s. § 7, (36)). 

Man hat: 

dx 



(6) 



-zr- = a(l — coso?) = 2a sin^^ , 
a(p V ^/ 2 

-7^ =» a sina? = 2a sin^ C08^ : 
09? 2 2 



somit: 

(m) 






4aco8-^; 



«2?; = 4a(co8^ — cos^l . 
^ \ 2 2/ 



Nimmt man den Scheitelponkt 8{qj = 71) als Anfangs- 
punkt des BogenSy dessen absolute Länge dann kurz mit a 
bezeichnet sei^ so wird: 

(mo - .—-9' 



a = 4acos 



2' 



Aus (ni) oder (HI') folgt für die Lange C des ganzen 
Zykloidenb<^ens : 
(HI") (7== 8a: 

^J)ie Peripherie eines vollen Zykloidenbogens ist das 
Vierfache vom Durchmesser des erzeugenden Kreises." Man 
erkennt^ daß dies Ergebnis wesentlich einfacher ist^ als das 
für die Kreisperipherie, 

Aus (inO läßt sich noch eine einfache Relation zwischen 
o und y ableiten. Quadriert man beide Ausdrücke und 
addiert, so ergibt sich: 

(iir") 



t2 



Denkt man sich die ;r- Achse horizontal, so erscheint 
die Ordinate eines Punktes als seine ,,Höhe''; dann ist 
2 a — y der Höhenunterschied des Scheitelpunktes S und des 
Kurvenpunktes P{x,y), und Formel (III'") sagt aus, daß 
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der vom Scheitelpunkt S an gerechnete Bogen a die mittlere 
Porportionale ist zwischen dem genannten Höhenunterschiede 
und dem vierfachen Durchmesser des erzeugenden Kreises^ 
oder auch, nach (IirO^ ^^^ ganzen Zykloidenbogen. Schlägt 
laan demnach über der Höhe 2 a von 8 einen Halbkreis und 
"wird dieser von der durch P zur Achse gezogenen Paral- 
lelen im Punkte R getroffen^ so gibt die Strecke SR die 

Lange des halben Bogens ^ an. 
IV. Epizykloide: 

x = (a-\-r) cos 9? — a cos (p , 

y = (a + r)sin9? — asin 9? (s. § 7, (38)). 

Cv 



Pur = a wird: 



a 



(7) 



1 dx ... '^ dy 

= — sm9? + sma9>, 1 ^ :j^ = cosy — cos^y, 



a-^-rdq) 



a-\-rd(p 



l.-T^l/O+0=V^l>— <«-W=^'^"-i^- 



Es ist — ^ — ^9~~> ndthin liefert die Substitutionsregel: 



(IV) 



^^o = ^(« + ^) 



r(pQ rcp 

cos-^ — cos^ , 
2a 2a\ 



8a, . ^ . «rg) 



oder auch, wenn man die untere Grenze (p^ so wählt, daß 

rcpQ jr , , Tia 

— = -, Ah. 9,0 = -: 



(IVO 

W. Fr. M e y e r , Integralrechnung. 



n> 4a . 

sL=« — (a + r)cos 

— T 

r 



rtp 
2a' 



9 
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f 

oder^ wenn man den Wälzongswinkel ;^ = — 99 als unabhängige 

Variable einführt^ als Verallgemeinerung*) von (HT): 
(IV'O si = ^(a + r)coB|. 

V. Kreisevolvente: 

x = a{coBq)-{-q>8m(p), y = a(sin9? — 97CO89?) (s. § 7, (40). 
Man hat: 



dx dy 



(8) 



, a^cos9?, -7— = a9?8m9?, 



(V) «? = «|^- 

Hieran mögen sich einige Beispiele für Polarkoordinaten 
anschließen. 

VI. Archimedische Spirale: 

r = aq> (s. § 7, X), a sei positiv. 

^y 

(9) r^^ — =:a, yr2 + ^'*=-ayT+9?2. 

Mit Rücksicht auf die in (4) gegebene Formel für 
Nl + 9?2 d(p kommt: 

(VI) st^^[(pYi+^^+i{<p+Yi+^]. 

Man betrachte die Analogie mit dem Parabelbogen (I). 
Vn. Hyperbolische Spirale: 

r=«— (s. § 7, XI). a sei positiv. 
Hier ist: 

(10) •^'' ^ ^ 



fpr^:^2dip=aj^^-t^dq}. 



•) Für lim r = 00 (s. S. 93) geht (IV") in (niO über. 
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Auf das Int^ral wende man partieUe Integration an: 

(11) jl.yi+^.d<p=j[~^)'yT+^^dq> 



<p' j yi+^ 



2 



oder, da nach § 2, (18), (23): f—£Z= = l((p + iT+^): 



<p 



jq>Q 



(vno s^=a[_l/i+^+z(^+yi+^ 

Der Bogen wird für 9? = unbegrenzt lang, d. h. wenn 
man sich in der Richtung der Asymptote unbegrenzt weit 
entfernt, aber auch für 9:7»oo, d. h. wenn man sich dem 
asymptotischen Punkte der Kurve unbegrenzt uähert. 

VIII. Logarithmische Spirale: 

r = a^v (s. § 7, XII). a, 6 positiv. 

(12) y'^dh&^y yr2 + /2 = ayi+62e»^, 

(vm) sj;^«|-yrq^(e*^-6*^o)=lyrrP(^_^j. 

Der Bogen ist also proportional mit der Zunahme des 
Radiusvektor. Für 9?^ = — 00, /"o — hat die Kurve einen 
asymptotischen Punkt; nähert man sich diesem unbegrenzt, 
so bleibt gleichwohl der Bogen endlich: 

1 



(Vnia) 5?L^=^l/r+F.r. 

Für 9?Q = + oo wird der Bogen unendlich lang. 

Führt man einen HUfswinkel (x ein, so daß &»tg^, 

so wird -T-yi + 6^ = - — . Der Bogen sZ hat daher die 
6 ' ' sma ^ ''» 

Lange der Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks, die 

TT 

mit der Kathete r^ — r^ den Winkel ^ — 0^ einschließt. 
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An diese Beispiele mögen sich zwei weitere anschließen^ 
die über die elementaren Funktionen hinausführen. 

IX. Ellipse. 

Man drücke die Koordinaten x^ y eines Ellipsenpunktes 
durch die exzentrische Anomalie (p aus (§ ly (9)): 

x = acoB(p y y = 6sin9?, af = — awiq)y p' = bcosqf>, 

i^^+V^ d(p = na^sin^ip + b^cos^^dq) 

f -^ q2 e^x^ 

^a^ ^ e^ cos^y d<p =Jdx \,_^, 



(13) 



r «2 — €^X^ 

-- 1 — - fJr 

j^a^^x^){a^-e^x^) ' 



e^ 



wo c^ = a^ — 6*, e^ = —r. Mithin ergibt sich: 



«2 



X 



/ä^ — E^X^ 



Das Integral gehört zu der Gattung der elliptischen 
(Abschn. IV)^ die daher ihren Namen führen. 

X. Spezielle Lemniskate: r^ = 2e^Q0^2(p (§ 7, IX). 
Man hat: 

(14) rr'=-2e2sin29?, r^ + rV2 = 4eS r^ + r'^^ 



cos29? ^ 
(X) s;^=lfr^ä<p = er2lj^ = er2J^^^J§=^. 

9P0 <po <po 

Führt man hier t^ = sin9? als neue Variable ein^ so geht 
dq) f du 

'j=r=^=F=E= über in / /.^ ov /^ r^ of "^nd auch dieses 
yl — 2 8mV jy(l— u2)(l — 2w«) 

[ntegral gehört zur Gattung der elliptischen. 
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Für den Raum sei ein spezieller und ein allgemeiner 
Fall behandelt. 

XL Schraubenlinie. 

Legt man ein Rechteck von der Grundlinie 2 an und 
der Höhe h stetig um einen geraden^ senkrecht auf der 
xy-TSbene stehenden geraden Kreiszylinder mit dem Grund- 
kreise vom Radius a, so daß die Linie 2a7i mit der Peri- 
pherie des Grundkreises zur Deckung kommt^ so geht die 
Diagonale des Rechtecks über in die Schraubenlinie auf dem 
Zylinder. Man hat sofort als Gleichungen der Schrauben- 
linie^ wenn die Diagonale mit der Grundlinie den Winkel (x 
bildet: 

(15) x^aG08(p, y = asmq), z = atg(X(p. 

Somit wird der Bogen «J, da oif^+ %f^ + /2= a/r+tg^ä : 



(XI) 4 = ayi + tg2a.9?. 

Dies Ergebnis fließt auch unmittelbar aus der Ent- 
stehung der Schraubenlinie; danach hat der Bogen die Lange 
der Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Ka- 
theten e und a<p. 

XTL Beliebige Kurve auf einer Fläche (s. diese 
Sammlung Bd. XXIX). 

Eine ^^läche'^ (§ 23) sei dargestellt durch die Glei- 
chungen: 

(16) X--^X{jAyV)y y^yiUyV), Z=Z{UyV), 

wo Uy V zwei Parameter sind. Sind Uy v Funktionen eines 
weiteren Parameters t: 

(17) u = u(t), v = v(t), 

so stellt (16) eine Kurve auf der Fläche dar. Man nehme 
an, daß im Intervalle (^o> ^)> ^y y> ^ nebst ihren partiellen Ab- 
leitungen nach w, v, sowie w, t;, W=-37-? ^^'IT eindeutig 
und gleichmäßig stetig seien. 
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Es ist x"^ -\- i/'^ •\- gf^ zu berechnen. Aus (16) folgt 
(Difir. § 13): 

[ dx , dx dx , 

-^^x'==^—t4r+-^-v'=Xii/+X2vr, 
dt du ov 



(18) 



dt '^^~ Su^^ dv ^^^^^^^ ' 

dz , dz dz , , . j 

, dt du ov 

Setzt man mit Gauß zur Abkürzung: 

(19) » ^l+yi + 4=^> ^1^2+^12/2 + ^1^2=-?. 



Ixl 



so wird: 

(20) 0/2 + y'2 + /2 = Eu'^ + 2Fu'^+ öt/2 ^ 

somit der Bogen (^o.^i)* 

t 

(XII) sl^j^Eu'^ + 2Fu't/+ Gi/^dt. 

io 

Man schreibt diese Formel gewöhnUch Keber, wenn 
*t~^ gesetzt wird: 

(XII) (-|^y = s'2 = Eu'^ j^2Fu'i/+ Gl/2, 

oder auch mit Benützung von Differentialen: 
(XH) ds^= Edu^+2Fdudv -{-Gdv^. 



§ 13. Oberflächenbestimmung (Komplanation) yon 

Botationskörpem. 

Statt der Kurve 

(1) y = m 

lege man zunächst wieder, wie in § 10, ein Sehnenpolygon 
Po, Pi , . . ., P„ zugrunde, dessen Ecken auf der positiven Seite 
der :r-Achse gelegen seien, und lasse dieses Polygon um die 
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o:- Achse rotieren. Die Oberfläche des so entsteheDden Eo- 
tationskörpers habe den Flächeninhalt if^; erhält dann lim ii 

dx=0 

einen bestimmten Grenzwert O^, so sei durch ihn die Größe 
der Oberfläche des zum Intervalle {xq, x^) gehörigen, von der 
Kurve (1) erzeugten Rotationskörpers definiert. 

Eine einzelne Sehne beschreibt bei der Rotation einen 
Stumpf des Mantels eines geraden Kreiskegels, mit der 
Spitze auf der o;- Achse. Der Mantel eines solchen mit der 
Kante k und dem Grundradius y hat (s. diese Sammlung 
Bd. IV, S. 194) den Flächeninhalt M: 

(2) M= TiJcy y 

mithin der Mantel eines Kegelstumpfes, der den Kanten 
Äi, Je und den Radien y^, y (wo k^>k, y\> y) entspricht, 
den Inhalt: 

(3) M]t^n{\y^-ky). 

Die Länge unserer Sehne ist Ak = \ — kf während y, y^ 
die Ordinaten der Endpunkte P, Pj angeben. Man wird das 
Stück Ak m (3) einführen. Nach dem Ahnlichkeitssatze ist: 

(4) ^ = *, 

Vi y 

mithin auch, für Ay = y^ — y: 

(40 kAy = yAk. 

Ersetzt man in (3) \ durch Ak + k, y^ durch Ay + y, 
so geht (3) wegen (4') über in: 

(30 Ml+'^^^TtißyAk + AyAk). 

Die Samme aller dieser „Elementarmäntel'S ^ i« der 
Inhalt fl, erhält daher, da JÄJ = /4a;l/l + (-pj , den Wert: 



(5) iK: = 2n^yAa>^l + {^) 



2 



Xo 

X. 



Xq f ^ ' 
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unter den in § 11 gemachten Annahmen für die Fmik- 
tion y (1) geht die erste Summe rechts von (5) für Km Ja? = 



Xfg 



über in 27ijydx^l+y'^y die zweite Summe dagegen ver- 
schwindet, denn^ wenn alle Jy<irjf so sinkt sie unter den 

Wert fin^y^ AxV \-\-\-^\ , wo der Faktor von rin in end- 
lichen Grenzen eingeschlossen ist. 

I. ^^Somit ergibt sich für den gesuchten 

Flächeninhalte^ der zur Kurve (1) gehörigen 

Rotations-Oberfläche: 



*n 'n 



(I) (f^ = 2n\yfr+Y^dx = 27ijyds.'' 

XO «0 

Der zweite Wert rechts geht aus dem ersten gemäß 
§11, (20) hervor. Zur Illustration sollen einige Beispiele 
durchgeführt werden. 

A. Eotationsparaboloid erster Art(s.DifiFr. §4,S.43). 

Die Parabel 
(6) y2= 2px 

drehe sich um ihre Achse, die :r- Achse. Man hat: 

{yy^==Py yKi+y'^)=p{p + 2x), 

X 



(7) 



also: 

X 



I 05 =- 2jiYpfdx^p + 2x . 

Führt man p + 2x = als neue Variable ein, so wird: 
jip + 2x dx = \jfzd0 = -J-/^ , 



ipjdx^p + 2x = :^i^[^{p + 2xY]l = ^[^(p^ + y^fX. 





somit: 



(A) Oj[ = |^[y(i>« + y«)8-i>»]. 
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Da ^p^ -|- 2/^ = d die Hypotenuse des rechtwinkligen 
Dreiecks mit den Katheten p, y \siy so erhält (A) auch 

die Gestalt: Oj = |^ (df^ _^8) . 

B. Rotationsparaboloid zweiter Art (s. § 9, I). 
Ist die ^r-Achse die Rotationsachse^ so wird: 



(8) 



,_^, ^.£, ,yiTl^_|l|/, + (£)'. 



X 





Für — «;e? als neue Variable geht np\\—\ 1/ ( 1 H ) ^^ 



(9) 



Durch Erweiterung mit yi -|- s^ kommt zunächst : 
\g^fn^dz= [ —— — dg + f ,^ de, 

J jyi+«* J yr+^ 



andererseits liefert partielle Integration: 

(10) Jg*il+e^dz=[i^j-^l+z^dz 

= -r- yi+^ - ^ / -=== d;? . 

3 sj yi+«2 

Durch Gleichsetzen der rechten Seiten (9) und (10) 
ergibt sich: 

(11) f^.^dz=^ifl+7^-^f^£=dz, 

und dies in die rechte Seite von (9) eingesetzt, liefert: 

(12) jz^ ^1 + ^ = i f "^ dz + \s^ yT+^ . 
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Das erste Integral rechterhand war in § 7^ (18) ^ (27)^ 
(29) ausgewertet: 

^''^ j W+T^ ^ 2 ' 

somit wird das gesuchte Integral /;8;2yi-f;g?2^^. 

(14) f^^ yTT^ dz = iz^ yi + z^ +iz yr+^ 

Ersetzt man hier wieder is durch — , und fugt den 
Faktor np^ hinzu, so ergibt sich als Wert von Of: 



(B) <,_f[£yr+|:(. +!?)-,(£+/> +1-:)]. 

C. Rotations-Zykloidoid. 

Die Fläche entsteht durch Drehung der Zykloide um 
ihre Achse. Für letztere als a?- Achse war (§ 12, III): 

x= (i{(p'— sin 9?) , y = a(l — cos 9?) = 2a sin^ -^ , 



(15) 



also: 



, dx j dy . n ' <P <P 

00 =-^— = yy ^=-T^=asm9? = 2asm^cos 
a(p ä(p ci 

y^af^ + yT^ = 4a2 sin»^, 



V <p 

0^ = 271- 4a^j&m^^d(p^l67ia^ A^^' 2"^(f)* 



2' 



fpo 



<po 



Das Integral Jsin8y;dy; war in § 9, (8)*) ermittelt worden: 

/ sin^ y; d^ = ^ (2 + sin^^) . 



*) Dort war zunächst f cos* <p d<p = sin <p — ^sin'^? ermittelt 
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worden. Für v = 9- — 9 *l8 neue Variable kommt aber sofort: 



jsin^yf dtp = — cos v + ^ cos'v' 



— ^- (8 — cosV) = s-^ (2 + smV) • 



(C) 
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Demnach ergibt sieh: 



Ol = 



Ißna^ 



<Po 






Für 9? = gibt 0^ die halbe Oberfläche des vollen 
ZykloidoidSy mithin erhält die ganze Oberfläche den Wert 0: 

(Ca) = — g— , 

also -^ vom Flächeninhalt des erzeugenden Kreises. 

D. ßotationsellipsoid. 

Es genügt^ den Fall der großen Achse als Rotations- 
achse zu behandeln. 

Man hat (§ 12, IX), für c2 = a2-6% «^ = -^- 



(16) 



iP = acos9P, y = 6sin99, 



yya/2_|_^2 = 5giu^y^2_ß2(5Qg2^=_^Jgijl^yi__g2 0Qg2^^ 






0|^=-2jra6jsin9?yi~fi2cosV^^*). 

2 jr^ 

2 



Da« Inte gral rechterhand erweitere man zunächst mit 
yi — fi^cos^^?: 

(17) / sin 9? yi — c2 COS29? dq)^ I ^ — ^99 

J J yi — £2(5Qg2^ 

_^ r sin^^cosy 

j yi — c^cosV 
Im ersten Integrale rechts führe man £ cos 99 = als 

/im 1 

neue Variable ein, so daß ^ = ; — wird, dann ent- 

az € smq) 

steht: 



*) Bei positiver Quadratwurzel ist das negative Vorzeichen 
vorzusetzen, da q? mit wachsendem x abnimmt. 
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(18) 

- - z^ 



1 . 1 - / ^ 

=- arcsmj? = arcaoile coso?) . 

e e 

Auf das zweite Integnd rechterhand Toa (17) werde 
partielle Integrati<Hi angewandl: 

(19) / — ^ cosfl? dq>= 1 (Vi — e* cos'qj/cosg? da? 
Jyi-£«co6«9? ^ ^ J ^ 

= C069!7 yi — €*co6*9J + / sinq} yi— «'coß*y d^? . 
Dadurch gebt (17) über in: 

(20) 2 / sin^? yi— £*cos*^ rf^? = aresin(£ CO697) 

und der gesocbte Inbalt O^ der Oberflacbe wird: 

T 



(D) (^«;7ra6 
T 



oos9:)yi — £* 008*9? H aro sin (£00697) 



Für 97 = resoltiert die Hälfte der Totalobeiffiicbe 0; 
also kommt für letztere selbst: 

/Tx \ x^ ^ T r m » . arcsincl 

(Da) = 2Äa6 yi — 6*H . 

Hier ist yi — c* = — : führt man femer. da c zwischen 
und 1, einen Hilfswinkel 17 ein^ so daß: 

(21) £ = sini;, 

so nimmt die Oestalt an: 

(DaO o==27iab(- + -X-]. 



§ 13. Oberflächenbestimmung (Komplanation) usw. 141 

Für lime»0 i e. a^b = r muß sich die Oberfläche 
der Kugel mit dem Radius r ergeben; in der Tat wird 

dann lim = 1 (Difir. § 5, (I)) und, wie bekannt (DiflPr. 

§ 4, 8. 42): 

(Da'O = 4nr^, 

Setzt man entsprechend in der allgemeinen Formel (D): 

o/p g/jr 

(21') eco9q) = — = 8iniy, «y=» aresin — , 

so schreibt sich (D) auch in der Form: 



(DQ O^^Tiab 



fiMi 



. 'ex' 
„ arcsm — 
2 a 



- + 



£• Gleichzeitige Komplanation von Botations-Para- 
boloid, Ellipsoid, Hyperboloid. 

Die große Achse sei ;r- Achse und Rotationsachse. 
Die gemeinsame Scheitelgleichung der Kegelschnitte lautet 
(Diffr. § 4, S. 42) : 

f Ellipse ] 

(22) y^ = 2px + qxUq^0, Parabel \. 

[ ^ Hyperbel J 

Es wird: 
{f^f/y=p^+2pqx+q^x^=p^+q{2px+qx^)=p^+qy\ 

y2 + y2y/2 _^2 ^. (1 + j)y2 ^p2 + g2y2 ^ 

wo e die numerische Exzentrizität ist (bei der Ellipse 

e ^a^ ~ fe2 , . - „ , - e Va« + J2 . 

« = — = ^^ , bei der Hyperbel £ = — = ^ , bei 

der Parabel 6=1). 

Die in (A) behandelte Parabel möge jetzt beiseite gelassen 
n^erden. Für Ellipse und Hyperbel wird (e<l resp. >1): 

(24) i)2 ^ £2y2 =^2 + 2p€^x + e^qx^ . 
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Wir trennen jetzt die Falle der Ellipse und Hyperbel. 
Bei der Ellipse ifltü = — , q = r, somit wird: 

(25) p^ + e^y^ = y^(l+ff'^)^^ + 2e^^x-e^^x^ 



— [(>+$)-(7-)'l- 



&2 ft2 

Bei der Hyperbel ist p = — , g' = H — ^, somit wird: 



(26) p^ + e^y^ =^y^{l +1/"^)^ — + 2e^—x + s^—x^ 



6* ^ &2 62 



-Mi^-u^m- 



1)2 l 

Bei der Ellipse ist 1 + — = — , bei der Hyperbel 
1 = -— . Demnach kommt zunächst: 

ß 

(27) Ellipse: Oj = 27th€ fdx'^\ " (" "" ^J' 



ß 



(28) 



Hyperbel: Oi = 2nhei dxy{\ + ^ -^. 



Im ersten Falle föhre man e[ 1 1 ^z als neue Variable 

ein, so daß -^ = — wird, dann geht / dxy -7 — ( 1) über 

in — lil—z^dz oder, nach § 7, (!'), in ^r-r [jefVl— isr^+arc sinxf] . 
Ersetzt man hier wiederum z durch seinen Wert e[ 11, 
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so resultiert für die Ellipse, falls man nunmehr a und x als 
Grenzen nimmt: 



(Ea) (^=.a6[(f-l)|/l-.^(£-l)Viarcsin.(J_l) . 

Dieses Ergebnis läßt sich leicht in das unter (D) er- 
haltene überfuhren; macht man den Mittelpunkt der Ellipse 
zum neuen Anfangspunkt, und nennt | die neue Abszisse, 
so ist a; = a4-f> «nd es wird aus (Ea), wenn man wiederum 
X statt I schreibt. 

(DO «i-,»s[£|/r:(^+i 

Im Falle (28) der Hyperbel führe man ei |-lj = ;2r 

als neue Variable ein, so kommt auf Grund von § 7, (IHaO: 

(Eb) os=o;=^[(^y^i3i)-z(^+y^^^)]: 



. ex 
— arcsm — 
e a 



= 7iab 



(^¥ 



l + € 



2 



;f-) 



2 



-i'Hf+>)+y-'+-('+f) 



2 



X 



Transformiert man wiederum auf den Mittelpunkt, so 
daß a; + a = f, und schreibt dann wiederum x statt f, so 
erhalt (Eb) die Gestalt: 



(EbO (fa^nal 



'^fMS' -\*\H^^^, 



X 



F. Botationsfläche der Kreisevolvente (§ 12, V). 
Hier wird: 



(29) 



y 

— = sm99 — 9:>cos9:?, 



X 

a 



=iCOS9? + 99 8in99, 



a 



-yp^^+y^ = q^ismcp — (p cos 99) , 



(30) 



1 ^ , f 

— Oj' = 2jif(p sin 9? d(p — 2nj(p^ CO897 d(p . 
^ 



a 
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Wegen i/=(pmi(p ist das erste Integral j(pBmq)d(pi 

(31) j(p sin 9? dq) = sin 9? — (p coBtp . 

Auf das zweite Integral in (30) übe man partielle Inte- 
gration aus: 

(32) jq>^ COS99 dq) = j(p^ (sia(pyd(p = <p^ sin 99 — 2jq) sin 9? dq? ; 
somit entsteht unter Benutzung von (31): 

(F) —0^ = 2jr[3(8in9?^— 9? COS9?) — q)^ sin 9?] . 

G. Rotationsfläche der logarithmischen Spirale: 
r = aef^^ (§ 12, Vm). 

Es kommt: 



(33) ^ !_ '^ T 

Auf das Integral J^**' sin 9x^9? läßt sich die partielle 
Integration in doppelter Weise anwenden: 

/ e^^'P sin 9? (^9? = — jf (e^*^)' sin9? (^9? 

1 1 f 

= 9T ^^^ sin9? — öT / 6**9' COS9? ^9? , 



(34) { 



j^^'P sin 9? dq) = — j(?^v (cos 9?)' ^9? 

= — e**vcos9? + 2 hj^^'P COS9? <?9? . 



Multipliziert man die erste Gleichung mit 46^, und 
addiert sie sodann zur zweiten^ so ergibt sich: 

(35) (462 -I- Vjje^^v ^mq) dq) = ^^'P (26 sin9? — C0S9>) , 
und damit: 

Der Kreis (6 = 0) ordnet sich als Spezialfall ein. Ninamt 
man die Grenzen 9?q = 0, q) = 7iy so wird die Oberfläche 
der Kugel Ana'^y wie es sein muß. 



(36) 
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H. Rotations-Epizykloidoid (§ 12, IV). 
Man hat: 

y = (a + r) smq) — a sin q), 

et 

^ =r (a + r) cos 9? — a cos (p , 



o/^ (a + r) 



. a+r 
sin <p — Bmq) 



y'=-(a+r) 



a 

a+r 



a 

, r 2a-\-T 

^2{a + r)&m—(pooB-^^<Py 



cos (p — cos 9? 



a 



=2{a+r)8m^<pdn-^q>, 



Va/« + y'« = 2(a + r) ain ^^^^ , 



r _ , . . . r . a+r 



yy«'*+y'*=2(a+r)*8m93sm^9)— 2a(a+r)8iii5-9J8m — —q). 
Somit erhält man för die Oberflache O^ zunächst: 

(37) Oj'==4:7r(a + r)2 / Qmq)sin-^(pd(p 



A / , \ r • ^ • ^+^ ^ 

— 4aji(a + r) I sm^r— 9? sm q> aq> . 

j Sa a 


Die rechtsstehenden Integrale sind beide von der Gestalt: 

(38) J= jsin (X (p smß q) d(p . 

Man wende wiederum die partielle Integration in doppelter 
Weise an: 

( \ r 

eT"« / {qobx q)y wa ß q) dq) 

1 R C 

= — ^— cos« q> sin/8 q> + — f co&oc q) cos/? q) dq) , 

ÖC (KJ 

J='—^l (cos/J q>y smaq> dq) 
= — ^ cosjS q>sm(Kq> + -^l cos« 99 cos/8 9? ^9? . 



(39) 



W. Fr. Hey er, Integralrechnung. 
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146 S 13. Oberflächenbestimmung (Komplanation) usw. 

Multipliziert man die erste Gleichung mit oc^, die zweite 
mit ß\ und subtrahiert sodann^ so ist das Int^egral J (38) 
ausgewertet: 

(40) (öc« — ß^)J= («2 — ß^)JQm(X (p einß q? dq? 

= /? sina 9? cos/8 9? — a cosa q> Qinß 9? . 

Man gelangt übrigens auch ohne partielle Integration 
von (38) zu (40). Da 

2sin^99 sinßq) = cos(a — ß)q) — cos(a + ß)q> , 
so ergibt sich unmittelbar: 

(4O0 oj._ sin08-^)y Qm{ß+(x)(p ^ 

ß — Ä ß -{- (X 

was mit (40) völlig übereinstimmt. 

Im ersten Integral rechterhand von (37) ist ä = 1 , 

ß==-Pi — zu nehmen: 

'^ 2(x 

(41) jQin(pmn-^(pd(p 
2^cos— 9.sin9.-cos9>sin— 9.) -, 



1- 



4a« 



dagegen im zweiten Integrale ä = -^, /S = q>\ 

(42) j 9m-^(p&m—^(pd(p 

a + r a + r , r r r . a + r 

cos q> sm-TT— Q? — -^r— cos-tr— g? sm w 

_ a a ^ 2a ^ 2a 2a ^ a ^ 

4ä«~\~~ä~"/ 
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Somit resultiert gemäß (37) für die Oberflache 0$: 
/iT\ nv 4jr(a + r)2r r r . . r 



4a2 



+r a+r . r 



4a7r(a + r) \a + 

9 7 — ; — Ti <^os — ^ — €p sm--— g? 

r^ f a + r yi a a ^ 2a^ 

402 ""V"^/ 



r 



r 



. a + ^ 



2a 2a ^ a ^ 



Die Formel (H) gestaltet sich übersichtlicher; wenn man 
mit Hilfsformel (40^ operiert und zugleich den Wälzungs* 

winkel x = — 9^ einführt. Dann kommt: 



4ajr(a4-r) 



Ot-{a + r) 



L 2a — r 
sin 



2a + r . 



— a 



(^+f) "°(^+'i) 



oder: 
(H.) 



L 2a + r 2a + 3r J 



1 ^^ a + r . / y\ 



J. Rotations-Katenoid (§ 9, IV; § 12, II): 



y 



(X X\ 

e« + r « ) . 



Da nach § 12, (5) die Beziehung y = ayi +y'* gilt, so 
folgt unmittelbar zwischen dem Volumen V^ = njy^ dx (§ 9, 
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(IV)) des BotatioDskorpers und der Oberfläche 0^ der 
Rotationsfläche die Relation: 

(J) fOS="^a- 



§ 14. TJmkehrimgen. 

Wir wollen die in den §§ 7, 9, 12, 13 durchgeführten 
Beispiele für Quadratur und Rektifikation ebener Kurven, 
Kubatur und Komplauation von Rotationskörpern nicht ver- 
lassen, ohne wenigstens einige der geometrisch einfachsten 
Ergebnisse umzukehren, d. h. zu fragen, inwieweit die ge- 
fundenen Eigenschaften der Kurven für letztere charak- 
teristisch sind. 

I. Kettenlinie: y = ^U'» + e «j. 

In § 12, (11') war zwischen Inhalt J^ und Bogen s« die 
einfache Relation 

(1) r.=-asl 

gefunden worden. 

Soll umgekehrt für eine Kurve stets der Inhalt J pro- 
portional dem zugehörigen Bogen 8 sein, so ist gemäß (1) die 
Forderung zu erfüllen: 

X X 

(2) fy dx = aNl+Y^ dx . 

et a 

Durch Difierentiation nach x folgt y = «yi+y'*, oder 
quadriert: 

(3) y2 = a2(i+^2)^ 

und hieraus, für y als unabhängige Variable: 
(4) —^ ^ - 

dy i//t/\» ■ 



m 
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Die Integration liefert, unter Xq eine willkürliche Kon- 
stante verstanden: 



(5) ' x — XQ = a 




(6) 



X — X u 

Setzt man = |, — = rj, so kommt nach § 2, (TU'): 

a a ' o j \ / 

Die Umkehrung von (6) liefert, wie in § 2, (25): 



(7) ,+y^¥^=ef, 

also auch, da 

(8) j?-y»y«-l = e-f. 

Die Addition von (7) und (8) ergibt als allgemeine 
Lösung von (3): 

(I) l. = |(e-^ + e 5-). 

Dies ist aber die Gleichung der Kettenlinie, nur daß 
der Anfangspunkt auf der ;r- Achse noch eine willkürliche 
Lage hat, mit andern Worten, alle Kurven mit der Eigen- 
schaft (1) sind Kettenlinien, die aus einer ersten, 

a( JL . _^\ 

durch ParaUelverschiebung längs der Achse entstehen. 

Wegen einer andersartigen Aufgabe über den Bogen 
der Kettenlinie s. unter Yü. 

Zwischen der Kubatur und Komplanation des Eotations- 
katenoides war in § 13, (J) der Zusammenhang ermittelt: 

X X 

(9) a (^ = 2 F* i. e. afyfl + y^^dx^fy^ dx . 



a- 
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Die Forderang (9) deckt sich aber mit (1). Denn die 
Differentiation von (9) ergibt die Gleichung: 

(10) ay/i+7^=yS 

die sich nach Weglassong der uneigentlichen Losung y = 
auf (3) reduziert 

n. Höhere Parabeln: y=^ca^ (s. § 7, (Vm)). 

Schon in Difir. § 3^ 8. 26 war festgestellt^ daß für ein 
positives m+1 der Inhalt JJ der (m + 1)*** Teil des Recht- 
ecks xy war. 

Umgekehrt sei die Kurve gesucht^ die ein Rechteck xy 
für jeden Wert von x in konstantem Verhältnis teilt: 



X 



(12) Ji 



Die differenzierte Gleichung ist: 

(13) /^y^iPy'+y, oder ^==^^i^. 

y ^ 

Die Jntegration führt immittelbar zu: 

(14) ly = l{cxf*-^), 
also für reelle x^y^c zu: 

(ü) y = cxf*-^ = cx***. 

Die gestellte Forderung (12) kommt also nur der Schar 
höherer Parabeln (11)^ bei willkürlichem c, zu. 

III. Rotationsparaboloid erster Art (s. Difir. § 4, 
8. 43). 

Die Kubaturformel: 



(15) rs = 



2. 



Tiy^x 



wurde 1. c. geometrisch einfach gedeutet; ny^x war das 
Volumen eines geraden Kreiszjlinders^ mit dem ParaUel- 
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kreis vom Badius y als Grundfläche und der Höhe x. Soll 
umgekehrt eine Rotationsfläche der Bedingung (15) genfigen: 

X 

(16) Jy^dx = ^, 

Ü 

SO folgt durch Differentiation: 

(17) 2y^^y^ + 2xyi/, 

oder; wenn die uneigentliche Lösung y = unterdrückt wird: 

(18) ^ = 1, 

y x' 

so daß die Integration liefert: 

(in) ?(y^) = Z(2joic), oder y^ = 2jpx. 

Die Forderung (16) wird also durch die Schar von 
Parabeln mit fester Achse als Botationsachse und festem 
Scheitel, aber variierendem Parameter p erfüllt. 

Erweitert man die Forderung (16) durch: 

X 

(16') VS = Jy^dx = ^^, 



80 tritt an Stelle von (17): 

und an die Stelle von (III): 

x—i 
(JIV) y = cx i , 

wo c die Integrationskonstante bedeutet. 

Die Vergleichung der Ergebnisse (II) und (III') lehrt, 
daß die Forderungen J^ = — ^ und Vq = — ~- dasselbe aus- 

sagen, sobald /i — 1 = — ^ — i. e. A = 2/i — 1 ist. 
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IV. Quadratur der drei Spiralen. 

Die in § 7, (X), (XI), (XII) erhaltenen Resultate lassen 
sich ohne weiteres umkehren. 

Soll der Sektor S^ mit r^ proportional sein: 

(19) 8^ = ifr^d(p = cr^, 



so ergibt die Differentiation: 

(20) r2 = 6crV, 

somit nach Entfernung der uneigentlichen Losung r = : 

1 



(21) /= 



6c 



und durch Integration^ wenn q)Q eine willkürliche Konstante 
bedeutet: 

(IV«) r = — ((p-(pQ). 

Die Eigenschaft (19) kommt also der Schar Archi- 
medischer Spiralen mit dem g^benen Parameter a = ^— 

-| \}C 

zu, die aus irgend einer von ihnen, r = ^— q?, durch Drehung 
um den Pol hervorgehen. 
IV ß. Die Forderung: 

C22) 

ist gleichbedeutend mit: 






(23) r^^^ar", oder -^ = -, 

also: 

(IV/J) 9^-9^0 = — - 

T 



§ 14. Umkehrungen. 153 

Die Kurven (IVß) sind hyperbolische Spiralen^ die aus 

einer von ihnen^ ^ =»— , durch Drehung um den Pol entstehen. 

IV y. Die Eigenschaft: 

<p 

(24) S;=\jrH<p = ^{r^-rl) 

führt zu: 

(25) r2=Ar/^ 

oder nach Ausscheidung der uneigentlichen Lösung r = 0: 

(20) ^ = 6, 

und damit zu: 

(IVy) r = ^(v—vo) . 

Wiederum entstehen die logarithmischen Spiralen (IV y) 
durch Drehung aus einer ersten^ r = ^v^ durch Drehung um 
den Pol. 

Ordnet man die drei Aufgaben (IVä), ßVß), (IV y) der 
allgemeineren unter, die Kurven zu bestimmen, für die der 
Polsektor SZ. der Zunahme der m*^ Potenz des Radius- 
Vektors proportional ist: 

(27) dr*d(p=^(r-'-ft), 

<Po 

80 folgt, nach Weglassung von r = 0: 

(28) l = mcr~-V. 

Der Fall w — 3 = — 1 i. e. m = 2 ist der unter {TVy) 
behandelte. Schließt man ihn jetzt aus, so kommt: 

d. i. eine Schar allgemeinerer Spiralen, die durch Drehung 
um den Pol auseinander hervorgehen. 
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V. Bogen der logarithmischen Spirale. 

Die in § 12, (Vill) erörterte Bogeneigenschaft der loga- 
rithmischen Spirale führt zu der Angabe: Für welche Kurven 
ist der Bogen proportional der Zunahme des Radiusvektor? 
Es soll sein: 

(29) jfi^+7^d<p = c(r-r^), 

oder: 

(30) r^ + r'^ = c^r'\ /= ^ 



yc2-l 
Hier ist also c>l vorauszusetzen. Man hat sofort: 



(31) g = ^> ^-n = i^^llr, 
oder: 

i<p — <Po) 

(V) r = ey^' 

Das ist eine Schar logarithmischer Spiralen, die aus 

1 

einer ersten, r = e^^'^^ durch Drehung um den Pol ent- 
stehen. 

VI. Bogen der Zykloide. 

Zwischen dem Bogen o = s^ der Zykloide und der Or- 

f 
dinate y bestand nach § 12, (III'") die Relation: 

(32) a2 = -8ay + 16a2. 

Allgemeiner frage man nach den Kurven, für die der 
(von irgend einem Anfangspunkt aus) gemessene Bogen 5 die 
Forderung befriedigt: 



(33) s = i(xy + ß, {(x:^0). 

Die Differentiation liefert: 

(34) yT+7*-— .^^, 
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oder quadriert, nach if an%elöst, und nach y integriert: 



(35) x-x, = \\j ZLy-4/ ^y 




dy. 



Hier laßt sich ein Hilfswinkel %p als neue Variable so 
einführen^ daß die Integralfunktion rational in sin ^ wird. 
Da nämlich die Summe von Zähler und Nenner des Eadi- 

kanden konstant, = — j- ist, so kann man .Zahler und Nenner 

4 

proportional mit sin^^ resp. cos^v^ annehmen. Je nachdem 

— — positiv oder negativ ist, schreibe man — — = 2a resp. 

— 2a, -i- == — -^ resp. + ~-, wo a positiv, und setze, beide 

OC od od 

Fälle zusammenfassend: 

y + f2a--^j-= + 2asin>, — y + ^ = + 2acos2v;, 
dy 



(36) 



1 



= + 4a sin v^ cos v' ; 



dy; 

dann geht (35) über in: 
(37) x — Xq = + 4a Jtgy; sin^ cosy; dyß 

= + iajsin^tp dyj'= + 2af{l — cos2i/;) dyj , 
oder^ bei Einführung des doppelten Winkels 2y; = q> als 
neuer Variabein*): 



(VI) 



x — Xo = ±a(<p — am<p), ±« = — g-, 



*) Einfacher w&re man zu (TV) gelang!, wenn man von vorn- 
herein y -j- -^ als neue Variable y eingefQhrt hätte. Dann nimmt 

(36) die Form an: jy — ^^^dy, und liefert für y = 2asin"v' die 
Gleichung der Zy kloidenschar : x—x^ = a{<p—sm<p), y = a (1 — cos 9?) . 
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Man erhalt also in beiden Fallen eine Schar von 
Zykloiden, die, wenn man sich die o;- Achse horizontal denkt, 
aus einer Anfangszjkloide: 

x = a{q) — 8hkq))f y = + a(l — cos^?), 

durch vertikale Yerschiebtfng um die Große Pq, und sodann 
erfolgende willkürliche horizontale Parallelverschiebung er- 
geben. 

In dem besonderen Falle (32) ist a = — 8a, ß^l6a^, 

also 2a« >^, mithin ist die AnfangszyMoide genau die, 

von der man ursprünglich ausging: 

X = a{(p — 8in9?) , y = a(l -- cos^?) . 

Vn. Bogen der Kettenlinie. 

Für die Kettenlinie y = |^U^ + eV war in § 12, (11") 

zwischen dem Bogen ^ = 5 und der Ordinate ^ die zu einer 

einfachen geometrischen Konstruktion des Bogens führende 
Relation erhalten worden: 

(38) s^=y^ — a 



2 



Umgekehrt folgt aus der Forderung (38) durch Diffe- 
rentiation : 

(39) n+V* = tI= ' 

oder, quadriert und nach y integriert: 



(40) x — XQ = a 



= a 



somit: 
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woraus, wie in I hervorgeht: 



'-11, 



(G) y 2 



= 77^" +e « J. 



Diese Schar von Kettenlinien geht aus einer Anfangs- 
kettenlinie ys=-— U"4- **/ durch ParaUelverschiebung längs 



2 
der a?- Achse hervor. 



Kapitel IH. 

Tangente und Normale einer Kurve. 
Differentialgleichungen erster Ordnung. 

§ 15. Tangente nnd Normale einer Karre. 

Wir knüpfen wieder, wie in § 11, an die Vorstellung 
des zu einer Kurve: 

(1) y = m 

oder: 

(2) x^<p{t), y = xp{t) 

gehörigen Sehnenpolygons an, bei Zugrundelegung recht- 
winkliger Koordinaten Xy y. Das Polygon resp. die Kurve 
sollen im Sinne des wachsenden x durchlaufen werden. Zu- 
nächst werde die Gleichung der Verbindungsgeraden (Sekante) 
zweier Punkte: 

P(p^^ y)j Qix^ = x+^Ax, y^=y + Ay) 

bestimmt. Für irgend zwei Punkte P, Q lautet dieselbe 
(s. diese Sammlung Bd. Vm, § 18): 

wenn |, ri die laufenden Koordinaten der Geraden bedeuten, 
oder auch: 

(4) {iAy — fj Ax) — (xAy — y Ax) = . 

Hieraus geht die Gleichung der Sekante PQ her- 
vor, wenn man gemäß (1) resp. (2) Ay durch Af resp. Ax, 
Ay durch Aq?, Ayj ersetzt: 

(I) {SAf-rjAx)--{xAf'-fAx) = 0, 

(II) {S Atp — rj Aq)) — (q)Atp — y; Aq)) = 0, 
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Somit bestimmt sich der Winkel Oy den die positive, 
d. h. voD P nach Q gerichtete Sekante mit der Richtung 
der positiven ^-Adise bildet, bei rechtwinkligen Koordi- 
naten durch: 

woraus noch die Beziehungen fließen: 
(JLLLa) C08a = — — , sina = 



Ax 



i^^ i^^ 



wobei die Quadratwurzel positiv zu nehmen ist, da nach der 
getroffenen Voraussetzung o nur ein, positiver oder negativer, 
spitzer Winkel sein kann. 

Der Cauchysche Mittelwertsatz (Difir. § 15) ergibt, je 
nach der Darstellung (1) oder (2): 

' (5) Ay=^Af =Axf{x-\r'^^^)=^Axf{x^, 

(6) Ax^ A(p = Atfp'{f-^'»^At) =^ At<p'(t^^y 

Ay = Ay} = Aty/(t + '»2^i) = Aty/{t^)y 

wo Xi^, t^, U^ unbekannte Mittelwerte von x, resp. t im 
Intervalle {x, x + Ax), resp. (^, t + Af) bedeuten. Nach 
Einsetzung von (5) resp. (6) in (I) resp. (II) tritt vor die 
linke Seite der Gleichung (I) resp. (II) der Faktor Ax resp. 
At. Dieser Faktor darf aber entfernt werden; denn sein 
Verschwinden würde bedeuten^ daß die Punkte P, Q in einen 
einzigen zusammenfallen würden, die Verbindungsgerade 
also unbestimmt werden, mithin deren Gleichung identisch 
erfüllt sein würde. Demnach erhalten die Gleichungen (I), 
(II) die Gestalt: 

(la) [Sfix^) - ^] - [xf\x^) - yH , 

(Ha) [SxpXt^) - ri <p\U,)] - [xy;Xt^) - rj cp^t^)] = . 

Geht man jetzt zur Grenze über, indem man Ax resp. 
At gegen Null konvergieren läßt, so konvergieren f{x^y 
<P\^^)> WV^) gegen f^rix), (p'^(p\t), tp'=rpXt), und die 
Gleichungen (la), (IIa) gehen über in: 



( 



{ 
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(IV) (^f^n)^{xr-y)^o, 

(V) {Sip'-V<P')-'{xy/^y<p^^O. 

Offenbar geht (V) auch direkt aus (IV) vermöge der 

Formel f=^ (Difir. § 13) hervor. 

Diese, bei eindeutiger Existenz von f resp. q/, tp' völlig 
bestimmte Grenzlage (IV) resp. (V) der Sekante (I), (11), heißt 
die „Tangente" der Kurve (1) resp. (2) im Punkte JP(a;,y). 
Man bedient sich auch der Ausdrucksweise, daß die Tangente 
die Gerade ist^ die den Kurvenpunkt P mit einem unendlich 
benachbarten Kurvenpunkte verbindet. Neben die Gleichungs- 
formen (IV), (V) für die Tangente sei noch eine dritte ge- 
stellt, die der impliziten Gleichungsform für die Kurve: 

(7) ;t{^,y) = o 

entspricht. Nach Diffr. § 13 ist: 

" Sx dy xi 

so daß (IV) die Grestalt annimmt: 

(VI) {iXi + VXi)-(.^Xi+9Xi)-0. 

Aus den Gleichungen (IV), (V), (VI) geht wiederum, 
wie bei (HL), hervor, daß der spitze (positive oder negative) 
Winkel r, den die positive, d. h. im Sinne des wachsen- 
den X gerichtete Tangente des Punktes P{x, y) mit der Rich- 
tung der positiven ^-Ac^se bildet, bestimmt ist durch: 

(VII) tg. = y'»^ = -|, 

und damit auch, in Analogie mit (IHa) durch: 
(Vlla) co8T = — , sinT = 



bei positiv zu nehmender Quadratwurzel. 

Für schiefwioklige Koordinaten (a?, y) treten einige 
Modifikationen ein. Auf der einen Seite bleiben die Glei- 
chungen (I), (II), (la), (Ha), (IV), (V), (VI) erhalten. Andeieiv 

♦) Der Fall y'= oo (;fj = 0, resp. 9?'= 0) bleibe ausgeschlossen. 
Über den Fall, daß y' unbestimmt wird, indem X\\X% resp. 9/, ^ 
gleichzeitig verschwinden, s. weiter unten. 
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seits, wie aus Pig. 13, sowie aus dem Sinus- und Kosinus- 
satze der Trigonometrie (s. diese Sammlung Bd. HI, §§ 33, 
34) folgt, treten an die Stelle von (HI) und (IHa), wenn co 
den Koordinatenwinkel bedeutet, Ox und Oy die Winkel der 




Fig. 13. 



Sehne PQ mit der positiven x- resp. y-Achse (so daß 
Ox + Oy=^ (o)y und bei Zugrundelegung der Kurvengleichung (2) : 



(mo 



«mox 



sma 



y 



Ax' 



(HEa') sin(ya. = 8inee> 



At 



+ 



i/(^)+(^) 



*, ^Ax Ay 

+ 2 -TT '-T^ cos CO 



At At 



smay = sma> 



Ax 
At 



+ 



m+m 



^, ^Ax Ay 



Läßt man sodann, wie oben, die Sekante in die 
Tangente des Punktes {x, y) übergehen und sind r^, ty die 
Winkel der positiv gerichteten Tangente mit der positiven 
ay resp. y- Achse (wo wieder Tx + ry = co, so hat man (VII) 
und (VTIa) zu ersetzen durch: 

W. Fr. M e y e r , Integralrechnung. 1 1 
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^ ssnxg dt dt 

rfy 






dt 
suiTg =sina> 



i./dxV. /rfyV. ^dx dy 

Aus diesen Formeln (HIO, (HlaO, (VHO, (VHa') sind 
die den Gleichongsformen (1) resp. (7) entsprechenden un- 
mittelbar abzuleiten. 

Die Gleichungen für Sekante und Tangente einer Kurve 
mögen nodi auf einem andern Wege abgeleitet werden, der 
eine direkte Übertragung auf Raumkurven gestattet 

Auf der Sekante TQ sei R(ltj tj) ein beliebiger Punkte 
mit der Entfernung r von P (die positiv zu nehmen ist, 
wenn R mit Q auf derselben Seite von P aus liegt^ andern- 
falls negativ), dann ist (s. diese Sammlung Bd. Wll^ § 18): 

(9) ^=x-\-rcio%Of ri^y-^-rw^o. 

Wird die Strecke FQ mit Ar bezeichnet^ so hat man: 

/^/xv Ax Ax At . Ay Ay At 

^ Ar At Ar Ar At Ar 

so daß die Darstellung (9) übergeht in: 

/n\ f ^ At Ax , At Jy 

(11) f=x + r^.^, V = y + r^'ji- 

At •• 

Bezeichnet man das Produkt r-r— = 

Ar 



m^i^r 
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mit l„, so läßt sich also, wenn man die Kurvengleichung (2) 
zugrunde legt, die Gleichung der Sekante TQ auch in der 
Gestalt darstellen: 

(HO s-x + X,^, r} = y + X„^. 

Hier ist Xa = r-r-' ein Parameter; je nachdem A^ positiv 

oder negativ ist^ entspricht ihm je ein einziger Punkt auf 
der positiven resp. negativen Seite der Sekante. Die Eli- 
mination von Xa aus (IP) würde wieder zu (11) zurückführen. 

Für limJ^ = gehen -^, -^, -r- über in resp. q)%y/, 

1 r 

. y Xa in Xr = X^ — , und die Gleichungen (HO 

der Sekante über in die der Tangente: 

(VO S = x + Xaf=(p + X(p', rj^y + Xi/^yj + Xtp', 

wo der Parameter X dieselbe Regel befolgt, wie Xa bei der 
Sekante; die Entfernung +r des Punktes (S,rj) von P{x,y) 
bestimmt sich durch: 

(12) ±^=±^y^^+»'^- 

Diese Überlegung überträgt sich ohne weiteres auf 
Raumkurven. Ist die Gleichung einer solchen (s. § 11, (16) 
in rechtwinkligen Koordinaten: 

(2*) x = x{t), y=^y{t)y z = z{t), 

so werden die Gleichungen einer Sekante F{Xy y, z), 
Q(x + Ax,y + Ay,0 + Az): 

(H*) f=^ + A,^, n^y + X.^^, f = ^ + A^^, 

wo die Entfernung ±r zwischen den Punkten {x,y,z) mid 
{SyVfO ^*ch d®°^ pythagoräischen Satze im Räume (s. diese 
Sammlung Bd. IX, § 2) durch 

11* 
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a3, ±,=±.y(-)V(^)%(-)' 

geliefert wird. Entsprechend kommt für die Tangente im 
Punkte P{x,y, z): 

(V*) ^==x + Xaf, n^y + X^, ^^z + Xz', 

mit 

(12*) +r= + AyS^2+7H^^ 

Faßt man das Wesentliche der Ergebnisse für Kurven 
in Ebene und Raum zusammen, so gilt: 

A. „Sind für eine Kurve die rechtwinkligen 
Koordinaten x, y resp. x, y, z Funktionen 
eines Parameters ty so sind die Differenzen- 

^. ^ Ax Ay {Az\ , T;r j. X 
quotienteu -77, -rj, l-rrl der Koordinaten pro- 
portional den Kosinus der Winkel, die die 
vom Punkte (x^y^z) aus nach dem Punkte 
{x + AXf y + Ay, [0 + ^^]) gehende Sekante mit 
den positiven Koordinatenachsen bildet und 
analog die Ableitungen x',y'j (/) proportional 
den Kosinus der Winkel, den die positiv ge- 
richtete Tangente des Punktes x, y, (z) mit 
den positiven Achsen bildet." 

Umgekehrt genügt die Kenntnis dieses Satzes zur Fest- 
legung der Gleichungen der Sekante und Tangente. Denn 
sind, etwa im Falle der Raumkurve, Ox, Oy, Og die fraglichen 
Sekantenwinkel, Ta?, t^, r^ die Tangentenwinkel, so hat man: 

IAx Ay Az 

<rco8(r. = ^, aco8a,= ^, acoaa. = ^; 
rCOSra. = i?/, TCOSTy = y', TC08T5 = /, 

wo sich die unbekannten Faktoren 0, r durch Quadrieren und 
Addieren bestimmen (s. diese Sammlung Bd. IX, § 3): 

und damit zugleich die Darstellungen (11*), (V*). 
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Aus den Gleichungen der Tangente einer ebenen Kurve 
fließen sofort die der „Normalen", d. i. der im Berührungs- 
punkt P{x,y) senkrecht zur Tangente gezogenen Geraden. 
Denn ist die Gleichung der Tangente von der Form t] — y 
= m(f — x)j wo m = tgr, so muß die der Normalen sein: 
(i7-y)m + (f — a;) = (s. diese Sammlung Bd. VIII, § 18). 

Somit werden die vier korrespondierenden Darstellungen 
für die Normale der Kurve im Punkte {x, y) : 

(Villa) (^ - y) g + (f _ a;) = bei: y = f(x) , 

'^^ ^f [bei: x = x{(), y = y(t), 

(Vmc) ^=x-Xy', n^^y^Xod J 

KVIIId) (i7-y)z2-(f-a;)zi = bei: x{x,y) = Q). 

Für die ßaumkurve begnügen wir uns mit der wich- 
tigsten Darstellung (2). Nennt man „Normalebene" der 
Kurve die im Punkte {Xy y, z) zur Tangente senkrechte Ebene, 
so folgt aus Satz A. und den KLementen (s. diese Sammlung 
Bd. IX, § 10) als Gleichung der Normalebene (in Erweiterung 
von (Vlllb)): 

(IX) (f-.)^ + (,-,)f + (f-.)^ = 0. 

Die Anwendung der erhaltenen Gleichungen auf spezielle 
Kurven bietet nunmehr keine Schwierigkeit. Eine besondere 
Bemerkung veranlaßt nur das Auftreten homogener Funktionen 
(DiflPr. § 7). Für eine homogene ganze Funktion ;t(^, y, z) w*^' 
Dimension (m*®° Grades) galt die Euler sehe Formel (1. c. S. 72): 

Die homogene Funktion i selbst hatte die Eigenschaft, 
daß für t als eine beliebige Variable: 

(17) x{ix, ty, U) = P^x[x, y, z) . 

Umgekehrt möge jetzt die Identität (17) als Definition 
einer homogenen Funktion x Wi*®^ Grades von drei Variabein 
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(und entsprechend für n Variable) dienen^ auch wenn m ein 
ganz beliebiger Exponent ist. Dann laßt sich zeigen, wenn 
auch die Existenz und Eindeutigkeit der ;ci>^2>>C3 voraus- 
gesetzt wird, daß die Identität (16) eine Folge von (17) ist. 
Durch partielle Differentiation von (17) nach t ergibt sich 

dtx 
(Diffi-, § 3), da -^— = x usw: 

also im besondem für /=:1 die Identität (16). 

Man setze jetzt voraus, daß sich die Gleichung einer 
Kurve in die homogene Form m^^ Dimension xi^fVf^)^^ 
setzen lasse, wo ;^(a?, y, z) für g = l wieder in die früher zu- 
grunde gelegte Form xi^fV) iV übergehe. Dann lautet die 
Gleichung der Tangente gemäß (VI): 

(VI) {^-0(i)xi + (f3-y)x2 = SXi + VX2-{^Xi + yX2)=-0. 

Zufolge (16) ist aber, da für jeden Kurvenpunkt 

xi^^y^^)^^' 

(19) ^Xx + yX2 — nsy 
so daß (VI) die Gestalt erhält: 

(20) SXl + VX2+n^-0> 

wo hinterher wieder = 1 zu setzen ist. Daher läßt sich 
statt (20) auch schreiben: 

(20') f;ci+^;c2 + C;fs = 0, 

wo man sich sowohl C als ;ef in y. = -^ , y« = -^ , y, = -^ 

^^ dx* A2 Qy y A3 Q^ 

gleich der Einheit zu denken hat; die Gleichung (20') ist 
sowohl hinsichtlich der Xyy^z, wie der S,rjfC homogen, in 
ersteren vom (m — 1)*«" Grade, in letzteren vom ersten Grade. 
Es gilt also der Satz: 

B. „Läßt sich die Gleichung einer ebenen 
Kurve in homogene Gestalt xi^yVi^)"^^ 
setzen, so ist 

(IX) Sxi + VX2 + ^Xs-0 

die Gleichung der Tangente im Punkte (a;,y,jef)." 
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liegt im besonderen eine ganze homogene Funktion 
x{x, y, 0) w*®^ Grades vor, so nennt man die Kurve ;f = eine 
algebraische Kurve n*®' Ordnung. Ist umgekehrt die 
Gleichung ;f = zunächst in der Form x(Xyy) = gegeben, 
und bedeutet n die höchste Summe der Exponenten von x 
und y, die in einem Gliede von x vorkommt, so wird die 
Gleichung in die homogene Form gebracht, indem man x, y 

X u 

ersetzt durch — , — und sodann mit der n^^ Potenz von z 

z 

multipliziert. Mau nennt dann Xyy,^'^) die homogenen 
Koordinaten eines Punktes. 

Die Gleichung (IX) möge auf die Kegelschnitte an- 
gewandt werden. Die allgemeine Gleichung eines Kegel- 
schnittes in recht- oder schiefwinkligen Koordinaten ist 
(s. diese Sammlung Bd. Vill, Abschn. 5): 

(21) x{x,y)=a^^x^+a^^y'^+a^^+2a^^xy-\'2a^^x-\-2a^^y=^0, 
oder homogen: 

(210 %(^, y> ^) 

= «11^^ + «22^^^ + «33^^ + 2ai2^y + 2ai8:r^ + 2023^^ = 0. 

Die Gleichung der Tangente wird erhalten, wenn man 
die übersichtlichen Bildungen (wo aa^^Jko ^> Ä; = l,2,3): 

(22) \(px = <hi^ + a^^y + a^^z , i9^2=«2i^ + «22y + «23^> 

I993 = a^^x + a^^y + «33^ 

in (IX) substituiert, oder nach den Koeffizienten geordnet: 

(23) axiX^-\-a^^yYi + a^^z!: + a^^{xri + iy) 

+ «i3(^C + ^f) + a23(yf + ^^) = 0. 

Ofifenbar bleibt diese Gleichung imgeändert, wenn man 
die Xfy,0 mit den |, i;,C resp. vertauscht. 

Im besonderen erhält man für die Mittelpunktsgleichung 
der Ellipse und Hyperbel: 



*) Hierbei können x, y, z allgemein drei Größen sein, deren 
Verhältnisse die Lage eines Punktes in der Ebene eindeutig be- 
sümmen» 
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die Gleichung der Tangente in der Form: 

l^ö) ^2 ± 62 -^» 

und für die Scheitelgleichung der Pai^abel: 

(26) y^ = 2px, 

(27) yri-P{^ + ^)y 

endlich für die gemeinsame Scheitelgleichung der Kegel- 
schnitte (s. Diffr. § 4, S. 42): 

(28) y^^2px + qx^: 

(29) yi?=p(^ + f) + 2^f. 

Über Tangentenkonstruktionen für einige Kurven s. 
§§ 16, 17. 

Zum Schlüsse werde noch der Ausnahmefall ins Auge 
gefaßt, wenn die Gleichung (V) resp. (VI) der Tangente 
versagt, weil q/ und xp' für einen Wert t resp. Xi "^^ X2 
für ein Wertepaar Xy y gleichzeitig verschwinden, so daß j^ 
zunächst unbestimmt wird. 

Man gehe zunächst von der Kurvengleichung (7) x{x,y) 
= aus und nehme an, daß die Funktion x ^^^ ^i^ Werte- 
paar x + AXyy + Ay nach dem Cauchy sehen Mittel wertsatz 
(Diffr. § 21) entwickelbar sei: 

(30) xi^+^^yy+^y) 

=x{^>y)+^^xi(p^+'^i^^>y+^2^y) 

+ Ayx2{x + '&iAx,y + '»^Ay) 

=x{^yy)+^^xi(p^^yy^)+^yx2i^^yy^) 

(0<i?i<l, 0<i?2<l)- 

Nach Voraussetzung sei, wie zu Anfang dieses §, so- 
wohl P(Xyy), wie Q(x + Axyy + Ay) ein Punkt der Kurve, 
mithin ;^(:r , y) = , ;t(ir + Ja:, y + Jy) = . Dann bestimmt 
sich die Sekante PQ durch: 

(31) ^^xx(^^iyy^)+^yx2{^^iy^)=o. 

Die Gleichung (31) läßt sich leicht in die übliche Form 
der Gleichung einer Geraden bringen. Ist i7(f , tj) ein 
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ein beliebiger Punkt der Sekante , bedeuten femer s^r die 
Strecken PQ; Flly so ist nach dem Ahnlichkeitssatze der 
Planimetrie: 

(32) Ax^^{l^-x), Ay^Ur,-y), 

T T 

g 

SO daß, nach Weglassung des Faktors — *), (31) übergeht 
in die Form: 

(33) {S-^)xii^^>y^)+{v-y)Xi(^^>y^^=Oy 

die mit (IIa) sachlich übereinstimmt. 

Für \imAx = resultiert wiederum die Grenzlage der 
Tangente: 

(VI) {S-x)xt(x,y) + {ri-y)x2(^,y)-0. 

Wenn nun aber Xii^fV) ^^^^ X^ip^^V) gleichzeitig ver- 
schwinden, muß man die einmal erweiterte Mittelwertsformel 
für zwei Variable zu Grunde legen (DiflFr. § 21). Dann 
tritt an die Stelle von (30): 

(3O0 x{^+^^>y+^y)^x{^yy)+^^xi{^>y)'\'^yx2{^^y) 
+ \[^^^xii{^^iyy^^ + '^^^^yxi2{^^^y^) + ^y^X22{^^i^^^ 

WO X\i}X\2yX22 die zweiten partiellen Ableitungen ^-^, 

dxdy^ dy^ 

Für den vorliegenden Fall verschwinden in (300 
X{x + Ax,y + Ay), ;^(a:,y), Xii^yy)^ X^iP^^y)) mithin reduziert 
sich (30^) vermöge (32) auf: 

(330 (^-xYxn{^^,y^)+'^{^-^){ri-y)xx2{^^^yyi^:) 

+ {v-yyx22{^^yy^2)=o. 

Diese Gleichung läßt sich als eine quadratische in der 
Unbekannten tgo = j — - auffassen, die im allgemeinen zwei 

s X 

verschiedene Werte annehmen wird. Mit anderen Worten, es 
ist jetzt möglich, von P aus auf zwei verschiedenen Wegen 



*) Der Faktor — kann^ auch im Grenzfall limzia?=0, eben- 
sowenig verschwinden^ wie bei (I), (II) der Faktor Ax resp. At 
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längs der Kurve zu je einem benachbarten Punkt 
{x + Ax,y + Ay) zu gelangen, d. h. in P durchsetzen sich 
zwei Kurven-Züge (Äste, Zweige) (s. Pig. 14 a). Man nennt 
dann P einen reellen*) Doppelpunkt der Kurve (7) und 
zwar eine eigentlichen, oder aber uneigentlichen 
(isolierten) (s. Fig. 14b), je nachdem die beiden Wurzeln 
der quadratischen Gleichung (33') reell sind oder nicht. 





Fig. 14a. Fig. 14b. Fig. 14c 

Die Kurve muß dann auch in P zwei verschiedene 
Tangenten besitzen. In der Tat geht (330 ^ lunAx = 
über in: 

(X)(f-a;)^;Cii(^.J^)+2(f-a;)(i7-y);Ci2(^,y)+(^-y)';t22(^,y) = 0. 

Liegt aber eine quadratische Gleichung in der homo- 
genen Form vor: 

(34) 3i^a + 23ißzb + ßz^c = 0, 

und sind ihre Wurzeln — = äi,Ä2> s^ ^^ßt sich (s. diese 

Sammlung Bd. XIV, § 21) die linke Seite in zwei lineare 
Faktoren zerlegen: 

(35) X^a + 2XjLib + iLi'^c = a{X-'0CiiLi){l — (X2/Ji). 
Bezeichnet man daher gleichfalls mit oci^Or^f die beiden, der 

Gleichung (X) genügenden Werte von }/= ^ — - **), so nimmt 

(X) die Gestalt an: 

(XO ;i:22(^> y) [iv -y)- «i(f -a;)] [(17 -y) - ««(f-a?)] =0 . 

*) Auf nicht reelle Doppelpunkte u. a. soll hier nicht ein- 
gegangen werden. 

*) Diese beiden Werte a^, «^ für y': ^*= ^^ — 



**'\ 
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,^0 lange also Xi^i^yV) von Null verschieden ist, 
sind die Gleichungen der beiden Tangenten des 
Doppelpunktes P{Xyy) der Kurve (7) ;i:(a?>y) = 0: 

(X") 17 — y-ai(f — a;) = 0, 17 — 2/-Ä2(f — a;) = 0. 

Der Doppelpunkt ist ein eigentlicher, oder 
aber ein isolierter, je nachdem die Diskriminante 
"J&i — XiiXtt vö^ W positiv oder negativ ausfällt. 
Ist im Besonderen ;C22 (^^ y) = , so reduziert sich (X) 
von selbst auf die beiden reellen Tangenten- 
gleichungen: 

Ist endlich auch noch ;tii(^^y) = 0, aber Xi2{x,y)^0y 
so reduzieren sich die Gleichungen (X'") auf: 

(X'"0 f-a; = 0, ri-y^Q''. 

Bisher war stillschweigend angenommen, daß die beiden 
Wurzeln äj , «g von (X) verschieden sind. Ein weiterer 
Ausnahmefall ^tt ein, wenn (x^ und (x^ zusammenrücken. 
Die notwendige und hinreichende Bedingung hierfür ist 
(Diffr. § 7, S. 67) das Verschwinden der Diskriminante 
von (X): 

(XI) xii{^^y)x^i{^yy)-x\^{^yy)='^' 

Dann besitzt zwar die Gleichung (33') immer noch zwei 
verschiedene Wurzeln, d. h. man kann sich immer noch 
von P aus auf zwei verschiedenen Zügen (Zweigen) 
der Kurve entfernen, beide Züge besitzen aber in 
P die nämliche Tangente: 

(XIO ij-y-«i(|-a;) = 0, L = -Ji = _Ji). 

^ X%2 X\^^ 

Der Punkt P ist dann ein Rückkehrpunkt (oder eine 



würde man auch erhalten haben bei Anwendung der Begel 
(DiflEr. § 17) auf den Unbestimmtheitswert «/'= — — . Der wahre 

Wert von t/ bestimmt sich alsdann aus — y' = ^ , / *^ , d. i. 

Xi%+y'X%% 
aber aus der Gleichung (X). 
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Spitze) der Kurve (s. Fig. 14c); die Schleife in Fig. 14a 
hat sich in einen Punkt zusammengezogen. 

Eine abermalige Komplikation findet statte wenn auch 
die Gleichung (X) identisch erfüllt wird, indem zugleich: 

(36) ;cii(^,y)=o, xiii^>y) = Oy x22{^yy) = o. 

Man wird dann auf die abermalige Erweiterung des 
Mittelwertsatzes rekurrieren; das Aggregat der Glieder 
3. Ordnung gibt durch sein Verschwinden drei verschiedene 
Fortschreitungsrichtungen auf der Kurve, d* h. P wird ein 
dreifacher Punkt der Kurve, dessen drei Tangenten für 
limzi^ = resultieren. Im besondem können dann wieder zwei 
dieser Tangenten oder auch alle drei zusammenfallen, usf. 

Derartige Punkte P der Kurve, vom Doppelpunkt an- 
gefangen, heißen allgemein „vielfache^^ oder „singulare^' 
Punkte der Kurve. 

Auf Grund der neu gewonnenen Kenntnisse bietet nun- 
mehr die Übertragung auf die Parameterform (2) der 
Kurvengleichung : 

keine Schmerigkeit. 

Ein Doppelpunkt {Xy y) kann nur auftreten, wenn für 
zwei verschiedene Werte t, ^ des Parameters 

(37) ^ o^=(p(t) = (p{ti), y=v(0=v^(M 

wird; die beiden Tangenten des Doppelpunktes gehen aus 
(V) hervor, wenn man daselbst den Parameterwert t resp. tj^ 
einsetzt. 

Der Doppelpunkt wird dann und nur dann zur Spitze, 
wenn die beiden Tangenten zusammenrücken, wenn also 
lim(fi — ^) = 0. Dann aber verschwinden zugleich (wiederum 
auf Grund des Mittelwertsatzes) (p^{t),yf'(t): 

(38) (p\f) = Oy v''(0 = 0. 

Erst jetzt versagt die Tangentengleichung (V). 

Indessen bestimmt sich der wahre Wert von i/=^-^ ge- 
mäß Diffr. § 17 sofort zu ^^-777^*); und die Gleichung der 

*) Sollten hier wieder (p^'it), yf''{() zugleich verschwinden, 
so wird y'= — ^-^ , usf. 
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Spitzentangente lautet: 

(39) {v-yWif)-{^-^)<p"{{)=o. 

Ein dreifacher Punkt {x, y) tritt auf, wenn für drei 
verschiedene Werte t^t^yt^ 

(40) <p{f)==(p(h)=<p{t,), w{i)-w{h) = wih) usf.*) 

Einige einfache Beispiele mögen folgen: 
A. Lemniskate (§ 7, IX): 

(41) x(x, y) = (r2 + e^Y — 4cX^e^ — c^ = , r^ = x^+y^. 

Hier wird: 

\hii-r^-e'+2x^ , ^Xi2 = 2^y> h22-{r'+e')+2yK 

Es werden die reellen Doppelpunkte gesucht. Wegen 
X2 — ^ ist dann y = , und %i = führt zu a? = , oder 
aber zu aj^ + e. 

Im ersten Falle, y = 0, x = verschwindet x ^ann 
und nur dann, wenn c^ = e^, d. i. aber die spezielle 
Lemniskate (§ 7, 1. c). Die Tangenten des Doppelpunktes 
(0,0) werden geliefert durch: 

(43) x^-y^==^0 = (x^y){x + y), 

sind also die aufeinander senkrechten Halbierungslinien der 
Koordinatenwinkel. Die Diskriminante 7^2 — XnX22 ist 
16e*, also positiv, wie es sein muß. 

Im zweiten Falle, y = , a;^ == e« ^ kann x i^^r für c = 
verschwinden, man erhält also nur eine uneigentliche Lemnis- 



*) Sollen hier wieder zwei Tangenten zusammenrücken, 
Iim(fi — <)=0, <4=^a> so ^^i** ^^ ^^^ Stelle von (40): (p{t)=^<p{t^y 
v(0 = v(*2)> ^(*)=0, t/(0=0; und sollen alle drei Tangenten 
zusammenrücken: (f/\t)=0, yj^(t)=0; q>"{t) = 0, t/^(t) = , Hierbei 
weisen die beiden Kurvendarstellungen (2), (7) einen Unterschied 
auf. Die Gleichungen ;|r(aj,y)=0, Xi(<^,y) = Oj ;t2(^?y)=0 in- 
volvieren im allgemeinen je eine Bedingung für das Auftreten 
je eines Doppelpunktes, dagegen die Gleichungen ^(0 = 9?(*i), 
yf{t) = w(h) ™ allgemeinen keine Bedingung. Entsprechendes 
gilt für die höheren Singularitäten. 
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kate^ die in die beiden doppelt zählenden Brennpunkte 
(y = 0, x = + e) ausgeartet ist. 

In der Tat nimmt x{Xyy) für c = die Form an: 



(44) 



X = [(x^ey + y^][(x + ey + y^] = 0, 



so daß die Brennpunkte als isolierte Doppelpunkte er- 
scheinen. Die Diskriminante Xn'~XnX22 ^^^ j®*^* — 64«^, 
also negativ^ wie es sein muß. 

B. Neilsche Parabel (s. auch 
§ 21 (A)) : 




(45) 



i2_ 



y£=px 



3 



Fig. 15. 



Die Kurve besitzt im Anfange O 
eine Spitze mit der a;- Achse als Spitzen- 
tangente (s. Fig. 15). 



(46) 



C. Zykloide (§ 7, V). 
Man hat: 

x = a{cp — svaq)), 

^ = «(1-0089,), 



y = a(l — COS99), 

dy 



d(p 

d^y 

d(p 



==asm9?, 



2 



a COS 97 



Doppelpunkte mit getrennten Tangenten können er- 

dx dti 

sichtlich nicht auftreten: -r— und ^ verschwinden zugleich 

dq) d(p ° 

nur für COS9? = 1, sin 99 = 0, d. h. für 9? = 0, +2 jt, +47r, usw.; 

ß2/u ^2/p 

V'=-T-^:^i— ^^cotffo? wird dann stets =c», d. h. die Kurve 
^ d(p^ d(p^ ^^ ' 

besitzt in allen Endpunkten ihrer Vollbögen Spitzen mit 
zur Achse senkrechten Tangenten. 

Die entsprechende Erscheinung tritt bei der Epi- 
zykloide auf. 



D„. Evolute der Ellipse (s. § 21, (B^)): 



(47) 



i3 



3, 



x=pco8''(p, y = gsm^99 
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dcp 



= iqAxi'^(pQiO^(p 



Die ersten Ableitungen: 

(48) -=— = — 3^ cos^ 9? sin 99 , 

verschwinden gleichzeitig 
nur für die vier, zu ver- 
schiedenen Kurvenpunkten 
führenden Werte 9? = , 

71 OTl 

Diesen entsprechen 
zwei Spitzen (y=0, a;=+JP) 
mit der ic- Achse, und zwei 
solche (a? = 0, y = + q) mit der y-Achse als Tangente 
(s. Fig. 16 a). 

D;,. Evolute der Hyperbel (s. § 21, (B^)): 

(49) ^ = rrr.-. y = «tgV. 




Fig. 16 Ä. 



008^99 ^ 



Die ersten Ableitungen: 



dy _^^^'^^<P 
cos* 99 



(50) ;, -l'". , . 

dcp cos*9? d(p 

verschwinden gleichzeitig für 99 = 0, n] diesen ent- 
sprechen die beiden Spitzen {y = QyX = +p) mit der o?- Achse 
als Tangente (s. Fig. l&ß\ 



Q 




Fig. 16/5. 

E. Kanonische Darstellung eines beliebigen (reellen) 
siDgnlären Punktes. 

Es liege eine algebraische Kurve von einer genügend 
hohen Ordnung n vor: 

(51) x{x,y) = aQ + [a^x + \y) + -^{a^x'^ + 2\xy + c^y'^) 
+ ^(«3^' + 363^'y + 3c3^2/2 4.^y3)+... . (öj^a?'» + ...)==0 

Ol Wl 
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so hat man sukzessive: 

\xni0,0) = a2, J:i2(0,0) = 62; X22{0,0) = c^] usw. 

Soll also die Kurve im Anfange 0(0, 0) einen /i(<n)- 
fachen Punkt besitzen, so ist das dann und nur dann der 
Fall, wenn in (51) die Formen 0^% 1^, 2**% . . . (^-1)**' Ord- 
nung identisch verschwinden; das Aggregat jn^^ Ordnung er- 
gibt dann durch sein Verschwinden die Tangenten des 
/^-fachen Punktes. Sind umgekehrt diese Tangenten voi> 
gegeben : 

(53) y — ociX^^'Of y — (K2X = 0y .•., y — (x^a; = 0, 
so ist 

(54) = ;^ (a;, y) = (y — Äi 0?) (y — (X2 a:) . . . (y — a^ a;) 

plus Gliedern höherer Ordnung 

eine Kurve mit //-fachem Punkte 0, dessen Tangenten die 
Geraden (53) sind. Hier können die (k auch beliebig zu- 
sammenrücken. 



§16. Längen der Normale nnd Tangente, Snbnormale 

und Snbtangente einer ebenen Kurve nebst darauf 

bezüglichen DiflFerentialglelchnngen. 

Die Fundamentalformel (VII) des § 15 für den Winkel x 
der positiven Tangente mit der positiven Abszissenachse: 

(1) tgr = y, 

läßt sich noch in andere Gestalten kleiden. Tangente und 
Normale eines Kurvenpunktes P{x,y) begrenzen mit der 
a?- Achse ein rechtwinkliges Dreieck; die Längen t, n der 
beiden Katheten heißen selbst „Tangente'^ und „Normale** 
des Punktes P (bezüglich der rc-Achse). Die Ordinate y ist 
die Höhe des Dreiecks, sie zerlegt die Hypotenuse in zwei 
Stücke, StfSn, die rechtwinkligen Projektionen von „Tangente'* 
und „Normale" auf die a;- Achse, die man „Snbtangente** 
und „Subnormale" nennt. Die Trigonometrie liefert die 
Beziehungen: 

(2) s» = ytgT, Si== y GotgT , w = ycosT, ^ = ysinT, 
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also, mit Rücksicht auf (1), da (§ 15, (Vlla)) cosr = -===z y 



8inT = 



+yi+7i" 



(I) (a) s„ = 2//, (b) st^^, (c) n = yyn-/», 



y 



(d) t = ^ilW- 

Würde man die vier in Bede stehenden Längen auf die 
^- Achse beziehen, so hätte man in (I) nur überaJl y mit Xy 

also y' mit ccf=— zu vertauschen; wir begnügen uns mit 

der entsprechenden Formel für die Normale. Bezeichnet man 
die „Normalen^^ bez. der x-, resp. y- Achse jetzt genauer 
mit nxy ny, so hat man: 

(3) n, = yilWy ny = ^iY+^K 

Die Formeln (I) lassen sich auf Parallelkoordinaten aus- 
dehnen. Sind jetzt t^., ty die Winkel, die die positive Tan- 
gente mit der positiven x- resp. y-Achse bildet, so ist gemäß 

§ 15, (vno: 

(4) y'=4^. 
^ smty 

Tangente und Normale des Punktes Fix^y) (bezüglich 
der ^- Achse) begrenzen mit der ri:- Achse ein schiefwinkliges 
Dreieck, das durch die Transversale y in zwei Teildreiecke 
zerlegt wird, deren Grundlinien „Subtangente" und „Sub- 
normale" des Punktes P (bezüglich der ic-Achse) sind. Diese 
vier Längen berechnen sich dann mittels des Sinussatzes der 
Trigonometrie. Wir begnügen uns mit der Aufstellung der 
Subtangente Siy man hat: 



(5) 




St 

y 


sinr^y 
sinta; ' 


also 


gemäß (4): 






(ibo 




Sf- 


y 
^y" 


w. 


Fr. Meyer, 


Integralreohnung. 
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d. h., nach (Ib), der Ausdruck für die Subtangente ist der- 
selbe, wie bei rechtwinkligen Koordinaten. 

Für viele Anwendungen genügt die Betrachtung des 
absoluten Wertes der vier in Rede stehenden Langen; wo 
aber das Vorzeichen zu berücksichtigen ist, wird man ihnen 
das Vorzeichen der rechten Seiten von (I) resp. (Ib') bei- 
legen (wo die Quadratwurzel j/l+y'^^ g^ets positiv 

C08T 

ZU nehmen ist). 

Auf Grund des Fundamentalsatzes (I) des § 1 sollen 
jetzt einige ein&che Differentialgleichungen behandelt werden, 
zu denen die Formeln (1), (I), (3), (IbO Veranlassung geben. 
Aus der Formel (1) folgt zunächst der allgemeine Satz: 

n. „Jedes Gesetz zwischen Lage eines 
Kurvenpunktes und Richtung seiner Tan- 
gente führt' zu einer Differentialgleichung 
I. Ordnung: 

(H) 9^(^,y,y0=o, 

und umgekehrt." 

Aufigaben. 

A. Für welche Kurven ist die Subnormale von kon- 
stanter Länge p^ 

Gemäß (la) lautet die Forderung bei positivem p*): 

(6) yy'^jp, 

oder 

(7) (i,^y==(2pxY. 

Mithin ist die allgemeine Losung von (6): 

(A) y^ = 2px + c = 2p(x — Xo), 

wo Cy resp. Xq die willkürliche Konstante bedeutet 

Die Gleichung (A) stellt eine Schar kongruenter Parabeln 
mit festem Parameter p dar, die aus einer ersten, y^ = 2px 
durch Parallelverschiebung längs der gemeinsamen Achse (der 
rc-Achse) hervorgehen. 



*) Bei negativem p geht die entsprechende Lösung aus (A) 
hervor durch Vertauschung von x mit — x, d. i. durch Spiegelung 
der Parabelschar (A) gegen die ^- Achse. 
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Aus dieser Eigenschaft der Subnormale folgt unmittelbar 
eine einfache Konstruktion der Parabeltangente (s. diese 
Sammlung Bd. Vm, § 38). 

Die Aufgabe (A) erweitert sich zu: 

B. Für welche Kurven ist die Subnormale eine ganze 
lineare Funktion der Abszisse? 

Man hat jetzt Sn=p + qx, oder: 

(8) yy'^^p + qxy 

wo es genügt, p positiv anzunehmen*). 

Man erhält unmittelbar als allgemeine Losung: 

(B) y^ = 2px + qx^ + c 

mit der willkürlichen Konstanten c. Der in (A) erledigte 
Fall q = werde jetzt ausgeschlossen. Die Fälle eines 
positiven und negativen q sind zu trennen. 

Ba. Fall eines positiven q. 

Man gestalte (B) um, wie folgt (cf. § 13, E): 

(9) y' = ^(q'^^ + ^Pq^ + cq)--^[(qx+p)^ + (cq-p^)] 



=4+f) 



2 

+ 7y 



wo y eine neue willkürliche Konstante f = c— — 1 bezeichnet. 
Setzt man: 

(10) ^ = ^ + f' 

d. h. verschiebt man den Anfangspunkt um die Strecke 

auf der rr-Achse, so geht (9) über in: ^ 

(11) y^ = qS^ + Y oder -^p + ^ = l. 

Das ist die Mittelpunktsgleichung einer Hyperbel; bei 
positivem y ist die y- Achse, bei negativem y die a^-Achse 



*) Für negatives p gilt das Entsprechende wie bei Aufgabe A. 

12* 
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Hauptachse. Es genügt, den zweiten Fall zu betrachten. 
Der Vergleich mit der üblichen Form —7 — 4^ = 1 zeigt, daß: 

(12) a^ 1-, h^ = -r, -^ = 2 = e«-l, 

WO e die numerische Exzentrizität ist. Somit gilt: 

(Böc) „Die Gleichung (B) stellt, bei posi- 
tivem qy und negativem oder positivem y, 
eine Schar von ähnlichen und ähnlich ge- 
legenen Hyperbeln dar, deren Mittelpunkt 

die Abszisse — — besitzt, und deren Asym- 

ptotenwinkel co durch tg— = — =/ff bestimmt 
ist.« ^ ^ 

B^. Fall eines negativen q. 

Schreibt man —q statt q, sodaß q wieder positiv ist, 
so nimmt (9) die Form an: 

(90 y'=-a{^-jf+7> 

oder für 

(10') i^x-^i 

(110 ^p + ^=-i. 

y y 

Soll die Kurve reell sein, so ist y positiv zu nehmen. 
Der Vergleich mit 

| + |! = 1, resp. |; + g = l («>&) 



zeigt, daß: 



(120 



«' = -^. &'-=y/ 7F = ff=l-«'^ 



y .. .. ^ 

L ^-1 

7' ö^"" q 
wo € wiederum die numerische Exzentrizität ist. 

(Bß) „Die Gleichung (ir) stellt eine Schar 
von ähnlichen und ähnlich gelegenen Ellipsen 



resp. a^^y, &^ = ^, :;i==-=l-«S 
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dar, mit dem Mittelpunkt x=— und der nume- 

Tischen Exzentrizität ß=yi — g'resp. 6=1/ 1 . 

Je nachdem g'<l, resp. >1, ist die ic-Achse, 
resp. die y-Achse die Hauptachse.^' 

Die in den Angaben (A) und (B) untersuchte Sub- 
normaleneigenschaft der Kegelschnitte führt zu einer ge- 
meinsamen Tangentenkonstruktion. Man deute Sn als eine 
Hilfskoordinate rjy die ly-Achse falle mit der ^- Achse zu- 
sammen. Dann stellt für die gemeinsame Scheitelgleichung 
der Kegelschnitte: 

(13) y^=2px±qx'^ {q positiv inkl. 0), 
da yj/==p + qx = Sn, die Gleichung 

(14) V=P + ^^ 

eine feste Gerade g dar; für irgend einen Punkt P(x, y) des 
Kegelschnittes (13) ergibt sich die Subnormale ^m als das 
Stück der Ordinate y von der a;-Achse bis zum Schnitt 
mit g\ dieses Stück hat man (nach der durch das Vorzeichen 
von yy^=Sn bestimmten Richtung) vom Fußpunkte x der 
Ordinate y auf der :r- Achse abzutragen^ und den Endpunkt 
mit P zu verbinden, um die Normale von P zu erhalten. 
Die Gerade g geht einmal durch den Punkt y = 0, 

i e. x = -\-—y also nach Obigem durch den Mittelpunkt 

des Kegelschnittes (der im Fall der Parabel unendlich weit 
ist, so daß die Gerade gf, i. e. r}^p parallel zur a:- Achse, 
der Parabelachse läuft), andererseits durch den Punkt ä; = , 
fl=p. 

Andererseits läßt sich die Gerade g bei Ellipse und 
Hyperbel auch als die Gerade durch den Mittelpunkt charak- 
terisieren, deren Winkel (X mit der a?- Achse (der Hauptachse 
des Kegelschnittes) bestimmt ist durch: 



(15) tg« = ±2 = ±T^ = «»-l, 



1* 
a' 

deren Richtung also allem von der Exzentrizität e abhängt. 
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C. Für welche Kurven wird die auf irgend eine ge- 
gebene Achse g bezogene Subtangente durch einen festen 
Punkt auf der Achse halbiert? 

Wählt man die Achse g als ä;- Achse, den festen Punkt 
als Anfangspunkt 0, so lautet die Forderung gemäß (Ib): 

(16) ^ = 2a;, 

oder — ^ = — - oder auch: 

(17) m'={ix)', 

mithin wird die allgemeine Lösung von (16): 

(C) y^ = 2px, 

wo jp die willkürliche Konstante darstellt. 

(C) „Die Gleichung (C) repräsentiert eine 
Schar von Parabeln mit fester Achse g und 
festem Scheitelpunkt 0." 

Die hieraus folgende Taugentenkonstruktion ist unmittel- 
bar ersichtlich. Da die Formel (Ib) gemäß (Ib.') auch für 
schiefwinklige Koordinaten gilt, so stellt die Gleichung (C) 
dann allgemeiner eine Schar von Parabeln durch den festen 
Punkt mit vorgegebener Tangente (der y- Achse) und mit 
festem Durchmesser g (der rc-Achse) dar. 

D. Für welche Kurven wird das Stück der Tangente 
zwischen zwei festen Achsen im Berührungspunkte halbiert? 

Der Ähnlichkeitssatz der Planimetrie (s. diese Sammlung 
Bd. n, § 44) lehrt, daß, wenn man die beiden Achsen zu 
(im allgemeinen schiefwinkligen) Koordinatenachsen wählt, 
die Subtangente entgegengesetzt gleich der Abszisse ist, also 
nach (Ib'): 

(18) -j = -oo, oder ^ = -1. 

^ ^ y^ y X 

Die Integration liefert unmittelbar: ly = l — , oder: 

(D) xy==c, 

d. L eine Schar von Hyperbeln, die die beiden gegebenen 
Achsen zu Asymptoten besitzen. 
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Würde man dagegen verlangen , daß die Subtangente 
gleich und gleichgerichtet mit der Abszisse sei: 

(180 -, = ^y oder ^ = -, 

so würde die Kurvenschar: 

(19) y^cx 

resultieren, d. i. der „Büschel' von Geraden durch den An- 
fangspunkt. In der Tat ist die Gerade in jedem ihrer 
Punkte ihre eigene Tangente. Die Aufgaben (C), (D) ordnen 
sich der allgemeineren unter: 

E. Die Subtangente einer Kurve soll proportional der 
Abszisse sein: 

(20) ^ = w:r , 

y 

wo einem positiven m gleiche, einem negativen m entgegen- 
gesetzte Richtung von Subtangente und Abszisse entspricht. 

y' 1 1 / ^\' . . . 

Aus — = — • — oder (lyy= \lx"^) ergibt sich die Lösung: 
y fiv X 

(E) y = cx^ , 

d. 1. eine Schar höherer Parabeln (§ 14, II), sowohl für 
rechtwinklige, wie für schiefwinklige Koordinaten. 

Die Aufgabe (D) läßt sich noch in anderer Richtung 
verallgemeinem : 

F. Gegeben sei ein Kegelschnitt K; gesucht wird die 
Kurve, für die das Stück der Tangente zwischen den beiden 
Schnittpunkten mit K im Berührungspunkte halbiert wird. 

Man lege die Scheitelgleichung der Kegelschnitte (§ 13, E) 
zugrunde: 

(21) V'-'2PS±QS'' 

Die Gleichung der gesuchten Kurve sei: 

(22) p=m, 

also die ihrer Tangente im Pnnkte {x,}/): 
(23) r}-y='y'{^-x). 
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Die Substitution von t} aus (23) in (21) liefert die qua- 
dratische Gleichung für die beiden Abszissen 1^^ I2 ^^^ 
Schnittpunkte der Tangente (23) mit (21): 

(24) y^ + 2yy\i^x)-^y^^{i-xy = 2p^±[q^\ 
oder nach f geordnet: 

(25) f2(4.2_y/2).|_2f[p-y'(y-y'^)]-(y-y'^)2 = 0. 

Daher wird die halbe Summe ihrer Wurzeln ^1,^2 (s- 
diese Sammlung Bd. I^ § 27): 

(9fK\ ^1+^2 y'{y-y'x)-p 

(26) ____ = ____. 

Diese Große ist die Abszisse des Mittelpimktes (s. diese 
Sammlung Bd. YHI; § 4) des in Rede stehenden Tangenten- 
stückes; da sie mit der Abszisse x des Berührungspunktes 
übereinstimmen soU, hat man: 

(27) ^(±2-»'^)~y'(y-j^'^)+i> = 0, 

oder: 

(28) yy'^±g.ix^+Pf 

und integriert: 

(F) y^ = 2px±qx^ + c. 

Das ist aber gerade die in der Aufgabe (B) untersuchte 
Schar mit K ähnlicher und ähnlich gelegener Kegelschnitte. 
Für |) = 0(iy2 = + jf2) ergibt sich der Spezialfall der Auf- 
gabe D. 

G. Für welche Kurven ist die Subtangente konstant? 
Aus: 

(29) ^ = a 

ergibt sich ohne weiteres: ly==—{x — Xf^ oder: 

(G) y^eT^, 

d. i. eine Schar logarithmischer Kurven. 

H. Für eine Kurve soll das Verhältnis der beiden Nor* 
malen^ gerechnet bis zu zwei aufeinander senkrechten Achsen^, 
konstant, =x sein. 
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(30) 



Gemäß (3) hat man: 



w, 



y 



= = x 

X 



oder 2yy'^2xx\ 



Es kommt sofort: 



(F) untersuchte Schar ahnlicher und 




Fig. 17 a. 



(H) 

d. L die in (B) und 
ahnlich gelegener El- 
lipsen resp. Hyperbeln 
(hier mit den Koordi- 
natenachsen als festen 
Achsen und gegebener 
numerischer Exzen- 
trizität). In der Tat 
geht (30) aus (B) für 
p = Q hervor. 

Aus (30) fließt 
eine einfache Tangen- 
tenkonstmktion für 
Ellipse und Hyperbel. 

Man verbinde einen Kurvenpunkt P mit dem Mittelpunkte 
O und bestimme (s. diese Sammlung Bd. ü, § 44) auf dieser 
Geraden einen Punkt 
Ay so daß POiPÄ 
= x:l (s. Fig. 17a, b). 
Durch Ä lege man 
eine Parallele zur 
Hauptachse, die die 
Nebenachse in jB treffe. 
Die Gerade PB ist 
dann die Normale. 
Sind PO und PA 
gleichgerichtet^ so hat 
man den Fall der El- 
lipse, andernfalls den 
der Hyperbel. Die 
beiden Achsen können 
auch ihre Bedeutung vertauschen, nur ist dann nach (30) und 

(Bß) X durch — zu ersetzen. 



y 






B 




A/ 




^\v y^ 


/ 




X ^\ 


• 







^ X 


/ 


Fig. 17 b. 
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J. Welche Kurven besitzen eine Normale von konstanter 
Länge a in bezng auf eine gegebene Achse? 

Nimmt man die Achse als a;-Ach8e9 so liefert (Ic) die 
Gleichung: 

(31) n = yyi+7^ = a. 

dx 1 
Quadriert man und löst nach — — = -— • auf, so kommt: 

dy V 

(32) ^^ y 



und integriert, x — Xq = — "j/a^ — y^ , oder: 

(J) {x^XoY + y^^a^. 

Das ist, wie zu erwarten war, die Schar von Kreisen 
mit festem Radius a und beliebiger Lage des Mittelpunktes 
auf der Achse. 

K. Die Kurven konstanter Tangentenlänge a (in bezug 
auf eine gegebene Achse) zu suchen. 
Gemäß (Id) lautet die Forderung: 

,33) >ySZ_„. 

dx 1 
Quadriert man wieder, und löst nach -^— = -r auf, so 

dy y' ' 

ergibt sich: 

Man führe vermöge 

(35) y = a&m(p 
eine neue Variable 99 ein: 

(36) [y^Eldy = af^^d<p = af^^aUn<pd<p 
J y J ^^^<P J8m99 J 



fd(p . 

= a / -r-^ + ö cos 09 . 

J 811199 
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In dem verbleibendeD Integrale führe man, wie in (§ 7, (25)), 
den halben Winkel yj = -~ als neue Veränderliche ein: 

(37) a\^^=^a\- ^ = a/ — P—^ ^dw 

J suiq? J sinyjGOSxp J suirpoosyj 

/sirnp ^ , fcosw , 
— dw + al . ^ dw 
cosy; J sm^ 

= al sini/; — al cos y; = altgy; = altg^ . 

Somit ffihren (34), (36) zu der allgemeinen Losung*): 

(K) x — XQ = aco8(p -}- altg^ y y = asm<p, 

wodurch x und y als Funktionen eines Parameters q> dar- 
gestellt sind. Will man (p eliminieren, so hat man: 

2atgf 

/ ^ ' (p (P ^ 

a cos(p=ya^ — y^ 9 y = 2a sm-^cos-^ = 



also: 

^2 y 

Das Vorzeichen der Quadratwurzel muß dasselbe sein, 
wie bei a cos 97, da: 

2 sin2^ 
q) a + aco899 l+cos^? 2 9? 

2 asing? sing? r^ . (p (p 2' 

2sm^co8^ 



*) Auf Grund der Darstellung (K) läßt sich die Gestalt der 
Kurve leicht diskutieren. Sie besteht^ für jeden Wert von Xq, 
aus zwei zur a?-Achse symmetrischen Zügen, die die x- Achse ziur 
Asymptote haben; der Punkt x=Xq, y=i+a ist der höchste resp. 
tiefste Punkt, und zwar je eine Spitze (§15 (38)) mit der gemein- 
samen Tangente x=Xq, die die Kurve wiederum in zwei sym- 
metrische Hälften zerlegt. Die Schar (K) ist ersichtlich die 
Orthogonalsehar (§ 16, Fß) der Kreise mit festem Kadius a und 
variierendem Mittelpunkt x=x^ auf der a?- Achse (wenn man von 
der a?-Achse, als singulärer Ortifiogonalkurve, absieht). 
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Somit läßt sich (K) auch in die explizite Gestalt bringen: 

(K') x^x,=i^^^^ + al '^'^^'^^~ -y^. 

y 

Man nennt diese Kurve^ die in der Flächentheorie eine 
wichtige Rolle spielt, die Traktrix. 

L. Die Tangente eines Kurvenpunktes P soll gleich- 
geneigt sein gegen die Richtung einer festen Achse und 
gegen den Radiusvektor^ der P mit einem festen Punkte F 
der Achse verbindet. 

Man wähle die Achse als a^-Achse, F als Anfangspunkt. 
Der Winkel 9? zwischen Radiusvektor und positiver a;- Achse 
ist Außenwinkel resp. Innenwinkel eines gleichschenkligen 
Dreieckes mit dem Basiswinkel t, resp. — t, wo t der 
Winkel zwischen positiver Tangente und a;- Achse, also 9? = 2t, 
resp. 2t + 71, oder: 

^ ^ ^^ X ^ 1— tg^T l—t/^ 

so daß die Differentialgleichung der gesuchten Kurve wird: 

(39) y'24.2jj,'_l = 0, 
oder, nach y* aufgelöst: 

(40) ^^z±±l^!±^, 

wo beide Vorzeichen der Quadratwurzel in Frage kommen. 
Schreibt man (40) in der Form: ^ ■^^ =1 oder: 

fx^ + y^ 

(41) (y^2+2/2/=^, 

so liefert die Integration, bei willkürlicher Konstante pi 

(42) y^Hhy^ = ^+i>, 

oder quadriert: 

(L) y^ = 2px+p^ = 2p(x + ^. 

Das ist eine Schar „konfokaler^^ Parabeln, nämlich mit 
fester Achse und festem Brennpunkt F. Die hiermit aus- 
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gedrückte Eigenschaft der Parabeln ist die bekannte optische 
(s. diese Sammlung Bd. VIII, § 39). Wäre man umgekehrt 
von der konfokalen Parabelschar (L) ausgegangen^ so hätte 
die Differentiation geliefert: 

(43) yi/==p, 

mithin durch Einsetzung dieses Wertes von ^ in (L), mit 
Weglassung der uneigentlichen Lösung y = 0: 

(39) 2^2 + 2^1/- 1 = 0, 

d. i., wie es sein muß, unsere Differentialgleichung (39). 

Die Schar der Parabeln mit fester Achse und Direktrix 
besitzt eine, zu (L) analoge Gestalt, nämlich: 

(44) y^=^2px—p^. 

Verfährt man hier ebenso, wie eben mit (L), so tritt an 
Stelle von (39) die Differentialgleichung: 

(45) 2^2-2-2/'+ 1 = 0, oder i^= ^^ 



Setzt man hier wiederum f = tg^, /=1«., so kommt: 

(46) tg9? = ^^^ = 2 tgr cos^T = sin2r . 

Umgekehrt würde die Forderung (46) zur Schar (44) 
zurückführen. 

Faßt man die über die Parabel in (A, C, L) erhaltenen 
Ergebnisse zusammen, so gilt: 

„Denkt man sich bei einer Parabel die 
Achse fest, und außerdem gegeben entweder 
1. die Größe des Parameters p, oder 2. den 
Scheitelpunkt, oder 3. den Brennpunkt, oder 
4. die Direktrix, so erhält man vier Parabel- 
scharen mit den geometrischen Eigenschaften 
A., C, (38), (46), für die umgekehrt diese 
Eigenschaften charakteristisch sind.^^ 

M. Für welche Kurven ist die Tangente gleichgeneigt 
gegen die beiden Radienvektoren, die den Berührungspunkt 
mit zwei festen Punkten i^i,i*^2 verbinden? 
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Man wähle die Gerade F^F^ als a>- Achse eines recht- 
winkligen Systems (in der Richtung von F^ nach F^ positiv), 
den Mittelpunkt der Strecke F^Fy^^2e zum Anfang. Man 
denke sich zuvörderst durch irgend einen Punkt F{x, y) eine 
beliebige Gerade g gelegt, auf der Seite, der P angehört, 




unter dem Winkel x gegen die positive a;- Achse, während 
sie mit Pi^2^ ^-^i ^^^ Winkel Äg resp. a^ bilde; endlich 
seien 9?2>9^i ^^^ Innenwinkel des Dreieckes PF^F^ an den 
Ecken F^^F^, Dann ist für einen spitzen Winkel r, und 
wenn g im Außenwinkel des Dreiecks liegt (s. Fig. 18a): 

(47) 9^2 = ^ + ^2^ «1=7 + 9^1^ 
und, nach Addition: 

(48) 9^2 — 9^1 = 2t + (ä2 — Äi) . 




Fig. 18b. 

Im Falle eines stumpfen Winkels x (s. Fig. 18b) tritt 
in (47), (48) der Winkel r — tt an Stelle von t. Liegt end- 
lich g im Innenwinkel des Dreiecks, so ist 2 t durch 2 t-— jt 
zu ersetzen. 
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Hieraus geht hervor, daß die Forderung oc^ = 0^2 für die 
Tangente g einer Kurve dann und nur dann erfüllt ist, wenn: 

(49) ^2 ""9^1 = 2t resp. 2r — 2ji resp. =2t — jt, 

wo tgT = y'*). Nimmt man auf beiden Seiten von (49) den 
Tangens^ so kommt (§ 2, (62)) in allen drei Fällen: 

tg9'2— tg^'i 2tgT 2^" 



(50) 



l + tg9P2tg99i l-tg^T l-y'2- 




Fig. 18 c. 

Andererseits ist aber: 

(51) <«^3=.-i^' <«''i=.-3i' 

folglich durch Einsetzung in (50): 
oder, nach y' geordnet: 

/r2 4/2 p2 

(53) y^' + y ly -1°0> 

oder auch, wenn man e^ auf die eine Seite der Gleichung 
bringt: 

(53') _,.^(y-^yO(f+yy')..3^ 

•) Im Falle eines stumpfen Winkels t der Tangente war in 
der Definition des § 15 statt dessen der negativ genommene spitze 
Nebenwinkel gewählt. Indessen hat für beide Winkel tg den- 
selben Wert. 

**) Schreibt man die Gleichung (530 iu der Gestalt 
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als die Differentialgleichung der Aufgabe. Eine direkte 
Integration würde auf Schwierigkeiten stoßen. Man kommt 
aber auf einem Umwege, der sich öfters als vorteilhaft er- 
weist, zum Ziele. Durch Differentiation von (53') nach x 
ergibt sich eine Differentialgleichung 2. Ordnung, die e nicht 
mehr enthalt; diese muß daher die Kurven der Aufgabe dar- 
stellen, wenn man in letzterer auch noch die Größe e variiert. 

Hat man diese umfassendere Kurvenschar gefunden, 
so bestimme man nachtraglich diejenige Teilschar von ihr, 
die einem gegebenen Werte von e zugehört. 

Die Differentiation von (530 liefert: 

(54') f/\{xi ^xxf){\^xf^ + yf) - xr{x + y^] 

— y'Xy — xy^ix + yfj^O, 

oder, nach y" geordnet: 

-^yy"(l+y^) + (l+y'^/(y-^^ = 0, 

oder, mit Abspaltung des Faktors 1+/^: 

(55) -{l+y")[x{yy''+y'')-yy^=-0. 

Der Faktor \+r/^ kann unterdrückt werden, da sein 
Verschwinden keine reelle*) Lösung liefert, also verbleibt, 
da yf+^^^WYi 

(56) ^'=^ ^^^" (}yyJ=M' 



— g* = (st — x) {sn + sc) , so erhellt ihre geometrische Bedeutung: 
Sind T, N die Schnittpunkte von Tangente und Normale mit der 
o;- Achse, so ist das Produkt der (entgegengesetzt gerichteten) 
Strecken OT, OS konstant, und zwar, absolut genommen, gleich c*. 
Dies deckt sich, gemäß (M), mit dem bekannten Satze (s. diese 
Sammlung Bd. VIII, § 48), daß Tangente und Normale einer 
Ellipse resp. Hyperbel auf der Hauptachse eine Involution aus- 
schneiden, deren Doppelpunkte die Brennpunkte sind. 

Umgekehrt geht aus der Stellung der Aufgabe (M) sofort 
hervor, daß die beiden Halbierungslinien des Winkels bei P die 
Gerade F^ F^ in einem, zu jP\ J^, harmonischen Punktepaar treffen 
(s. diese Sammlung Bd. YIU, § 5), und damit direkt die Formel (530« 

*) Die Gleichung 1 -f-y'* = liefert die imaginären sogenannten 
,,Minimalgeraden^ (Geraden durch einen der beiden imaginären 
Kreispunkte) der Ebene (s. diese Sammlung Bd. VIII, §§ 35, 48). 
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Die erste Integration ergibt: 

(57) ^ y^-=-qx 
und die zweite: 

(58) y^ ^gtx^ + c. 

Diese Gleichung mit den beiden willkürlichen Kon- 
stanten g, c stellt die ganze Schar aller Mittelpunktskegel- 
sehnitte (B) dar, deren feste Achsenrichtungen in die beiden 
Koordinatenachsen fallen. Um nunmehr die zur ursprüng- 
lichen Aufgabe gehörige Unterschar auszuschneiden^ schreibe 
man (58) lieber in der übKchen Form: 

wo das positive Zeichen den Ellipsen, das negative den 
Hyperbeln entspricht. Man differenziere (58') nach x\ 

(59) 5±f^ = «- 

Aus (58') und (59) drücken sich a^, 6^ durch Xy y, y' 
aus, wie folgt: 

(60) ±h^-y(y-x^, a' = -^(y-^20. 

und damit wird: 

(61) a2 + fe2^_(y-^y^)(^ + y/)*), 

y 

wo die linke Seite für Ellipse resp. Hyperbel das Quadrat 
der linearen Exzentrizität e ist. Der Vergleich mit (53') 
lehrt^ daß die dortige Konstante e übereinstimmt mit der 
linearen Exzentrizität der Kegelschnitte (58') oder (59). 
Daher gilt: ' 

(M) „Die allgemeine (reelle) Lösung unserer 
Aufgabe wird durch die „konfokale" Schar 



*) Entsprechend führt allgemein jede Relation von der Form 
v(a*, o') = (mit konstanten Koeffizienten) zu einer Differential- 

gleichung von der Form xp -jiy ^xy'); y(y — xy') =0, und um- 

gekehrt. 

W. Fr. Meyer, Integralrechnung. 13 
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von Mittelpunktskegelschnitten gebildet, die 
die gegebenen Punkte F^^F^ zu Brennpunkten 
besitzen." 
Die hiermit ausgedrückte Eigenschaft der Mittelpunkts- 
kegelschnitte ist die bekannte optische (s. diese Sammlung 
Bd. Vm, §§ 45, 46). Offenbar kann man wieder rückwärts 
von der konfokalen Schar ausgehen und auf Grund von (61) 
zu der geometrischen Bedeutung von (53') gelangen, die der 
Aufgabe (M) zugrunde lag. 

Die Differentialgleichung (53) unserer S char zeigt sofort 
den bekannten Satz (s. diese Sammlung Bd. VlH, § 48), daß 
sich je zwei der durch einen beliebigen Punkt P(Xyy) 
der Ebene gehenden Kegelschnitte der Schar rechtwinklig*) 
schneiden. Denn das Produkt der beiden Wurzeln i/ von 
(53) ist gleich — 1; setzt man sie gleich tgr^ resp. tgrg, so 
ist tgTitgT2 = — 1, d.h. die beiden Tangenten in P stehen 
senkrecht aufeinander (s. diese Sammlung Bd. VIII, § 13). 
Der in der vorangehenden Aufgabe (L) behandelte Fall 
der konfokalen Parabelschar wird aus der konfokalen Mittel- 
punktskegelschnittsschar (M) in der Geometrie (s. diese 
Sammlung Bd.VIII, § 35) durch Grenzübergang hergeleitet. 
Dasselbe läßt sich hier für die bezüglichen Differential- 
gleichungen (39), (53) ausführen. Man mache F^ zum neuen 
Anfangspunkt, ersetze also in (53) x durch x — ei 

2x 

(62) 2^2 + y_l^ 1^0. 

e ^ 

Läßt man jetzt e über alle Grenzen wachsen, d. h. rückt 

der zweite Brennpunkt F^ auf der positiven a;-Achse ins 

Unendliche, so konvergiert der Koeffizient von y' in (62) 

2x 
gegen — und damit (62) in die Differentialgleichung (39) 

der konfokalen Parabeln. 



*) Dies ist auch geometrisch einleuchtend, da die Halbierungs- 
linien des Innen- und Außenwinkels bei P aufeinander senkrecht 
stehen. Da bei der Ellipse die Tangente stets den Außenwinkel 
halbiert, bei der Hyperbel stets den Innenwinkel, so zerfällt die 
Schar (M) in eine Schar von Ellipsen und eine Schar von Hyperbeln, 
so daß jede Ellipse jede Hyperbel senkrecht schneidet. 
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N. Eine Kurve soll derart sein, daß, wenn man von irgend 
«inem ihrer Punkte P das Lot auf eine feste Achse fällt 
und durch den Fußpunkt eine Parallele zur Tangente in P 
legt, diese Parallele auf der Normale von P ein (von P aus 
gerechnetes) konstantes Stück a abschneidet. 

Man hat unmittelbar, wenn die feste Achse zur a;- Achse 
genonunen wird: 

(62) tgr=y=lyF^:^, 

oder: 

(64) ^^^ 



Dies ist gerade die in § 14, I, VIT behandelte Diffe- 
rentialgleichung für die Schar der Kettenlinien: 

(N) ^=2"'^ « +e « ; 

mit der aj-Achse als Achse und a als Parameter. Schlägt 
man also über der Ordinate y eines Kurvenpunktes P einen 
Halbkreis (nach der einen oder andern Seite, je nachdem P 
auf der einen oder andern Seite des Scheitelpunktes liegt), 
und trägt von P aus die Sehne von der Länge a ab, so 
hat man die Richtung der Kurvennormale (s. § 7, Fig. 5). 

O. Für welche Kurven ist die Normale, bezogen auf 
eine feste Achse als ^-Achse, die mittlere Proportionale 
zwischen der Ordinate y und einer gegebenen lilnge 2 a? 

Die Forderung n^ = 2ay geht, gemäß (Ic), mit Unter- 
drückung der uneigentlichen Lösung y = 0, über in: 



(65) yil+r-)-2a, 1 = 1/2^. 

Dies ist gerade die in § 14, VI behandelte Differential- 
gleichung der Zykloiden: 

(O) x — XQ = a{(p — 8inq))f y = a(l — cos(p) , 

mit fester Achse und festem Durchmesser 2 a des erzeugenden 
Kreises. Verlängert man also die Ordinate eines Kurven- 
punktes P, bis man eine Strecke PQ von der Länge 2 a 

13* 
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erhalt^ schlägt über PQ einen Halbkreis (nach der einen 
oder andern Seite, je nachdem P auf der einen oder andern 
Seite des Scheitels liegt) und verbindet den Schnittpunkt 
des Halbkreises auf der Achse mit P, so hat man die 
Richtung der Normalen*). 

Wir wenden uns endlich noch zu einer umfassenderen 
Aufgabe, die gewöhnlich unter anderem Gesichtspunkt be- 
handelt wird: 

F. „Die Bedingung aufzustellen, unter der sich zwei 
ebene Kurven derart in einem Punkte schneiden, daß sich 
die beiden je aus Subtangente und Subnormale zusammen- 
gesetzten Strecken decken; sodann eine Kurve zu suchen, 
die einer gegebenen Schar von Kurven so begegnet, daß 
für sämtliche Schnittpunkte jene Bedingung erfüllt ist. 

Da noch die Bichtung der sich deckenden Strecken 
die gleiche oder aber entgegengesetzte sein kann, so lautet, 
gemäß (la), (Ib), für zwei Kurven: 

(66) y = m, Ti^cpix), 

die einen Punkt P(a;, y=^rj) gemein haben mögen, die frag- 
liche Bedingung: 

(67) y[^+j) = ±v[n'+^- 

*) Eine einfachere Konstruktion der Tangente der Zykloide 
ergibt sich aus ihrer Erzeugung. Gemäß § 12, III wird y' 

= cotg^; da aber die Halbierungslinie des Wälzungswinkels <p 

(s. Fig. 6 auf S. 86) auf der Kreissehne FB senkrecht steht, so 
wird die Normale eines Zykloidenpunktes P seine Verbindungs- 
gerade mit dem momentanen Berührungspunkt B auf der Achse. 
Diese Konstruktion überträgt sich auch auf die Epizykloide. 
Nach § 12, IV wird: 

^j__ cosy — cosay f«'^^^' + 9'_ .^/ , z\ 
wenn % den Wälzungswinkel bedeutet. Da aber die Halbierungs- 

y 

linie des Winkels x ^li* <i6r positiven a:-Achse den Winkel 9? + ^ 

bildet (s. Fig. 7 auf S. 89) und senkrecht steht auf der Kreissehne 
PJB, so geht die Normale eines Epizykloidenpunktes P wiederum 
durch den momentanen Berührungspunkt B beider Elreise. 



§ 16. Längen der Normale und Tangente usw. 197 

Hebt man den gemeinsamen Faktor y^ri weg*), so 
spaltet sich die Bedingung (67), je nach dem Vorzeichen, in: 

f(68a) (/-^')(y^'-l) = 0, 

l(68b) (2/:+ ^0 (/^'+ 1) = . 

Nun bedeutet nach § 15, (VII) das Verschwinden des 
Faktors ^^'—1, daß die beiden Winkel, die die Tangenten 
der Kurven (66) in P mit der o;- Achse bilden, komplementär 
sind, andererseits das Verschwinden des Faktors ^ + ?y', daß 
jene beiden Winkel entgegengesetzt gleich sind; in beiden 
Fällen sind zwar die Strecken 5/ + 5« gleichlang, kommen 
aber nicht zur Deckung. 

Somit wird die Bedingung (P.) dann und nur dann er- 
füllt, wenn: 

(Pöt) /= rj'] oder aber (P/9) /^'+ 1 = 0. 

Im Falle (Pöc) haben beide Kurven (66) im Punkte P(ic) 
die Tangente gemein, d. h. sie „berühren sich" in P(cf. § 18); 
dann sind die beiden Strecken 5„ + Sf auch gleichgerichtet. 
Im Falle (Pß) stehen, wie bei (M), beide Tangenten in P 
senkrecht aufeinander oder, wie man sagt, „die Kurven (66) 
durchsetzen sich in P senkrecht oder orthogonal"; dann 
kommt den beiden Strecken s„ + St entgegengesetzte Richtung 
zu. Man hat also den Satz: 

P. „Die Bedingung (P.) kann nur so erfüllt 
werden, daß entweder, (Pa), beide Kurven (66) 
sich berühren (/=?y'), oder aber, (P/8), daß 
sie sich orthogonal schneiden (y?^'= — 1)." 

Nunmehr gehen wir zum zweiten Teile der Aufgabe (P.) 
über und behandehi sie zunächst för den 

Fall P^. 

Es liege demnach eine Schar von Kurven mit einem 
Parameter a vor: 

(69) F=F(a;,y,a) = 0; 



*) Im Falle, daß der Punkt P auf der Abszissenachse liegt, 
also y = »; = ist, versagt die Erklärung (P.) und muß durch (Pä) 
resp. (P/?) ersetzt werden. Der Fall, daß y* oder ?y' unendlich groß 
werden, werde, wie stets bisher, ausgeschlossen. 
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gesucht werden alle Kurven rj = q)(x)j die alle Kurven (69) 
orthogonal schneiden. Mit (69) kombiniere man die nach x 
differenzierte Gleichung: 

_ dv er 

und denke sich aus (69) und (70) den Parameter a eliminiert*), 
so entsteht eine Differentialgleichung 1. Ordnung: 

(71) D{x, y, 20 = . 

Bezeichnet man mit Lie den Inbegriff eines Kurven- 
punktes und seiner Tangente als ,yLinienelement^', so 
wird (71) erfüllt durch alle Linienelemente der Schar (69); 
umgekehrt ist wiederum (69) die allgemeine Lösung von (71). 
Die Gleichung (71) heißt „die Differentialgleichung der 
Kurvenschar (69)". Auf Grund von (P/8) ergibt sich somit 
der Satz: 

Pß. „Ersetzt man in der Differential- 
gleichung D(x,y,y') = einer Kurvenschar y' 

durch -y so genügen alle Kurven y^(p{x), 

y 

die die Kurven der Schar orthogonal 
schneiden^ der so hervorgehenden Differen- 
tialgleichung: 



(72) J){x,y,-^ = 0.^' 



Die gesuchten Kurven werden daher ebenfalls eine 
Schar**) bilden^ die „Orthogonalschar" oder „die Schar 
der orüiogonalen Trajektorien" der gegebenen. Die Auf- 



*) Begrifflich vollzieht sich diese Elimination dadurch, daß 
man sich die durch (69) definierte Punktion a von x,y in (70) 
suhstituiert denkt. Die wirkliche analytische Ausführung wird 
zwar in der höheren Funktionentheorie mittels Potenzreihen ge- 
leistet; ist aber für die hier in Betracht konunenden geometrischen 
Zwecke zumeist weder nützlich noch notwendig. Für den Fall 
einer algebraischen Gleichung (69) sind die in dieser Sammlung 
Bd. VI entwickelten Methoden heranzuziehen. 

**) Daß die allgemeine Lösung einer Differentialgleichung 
1. Ordnung stets in die Form (69) gebracht werden kann, wird in 
der Theorie der Differentialgleichungen bewiesen (s. diese Sanun- 
lung Bd. XIII, Kap. 1). 
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eabe ist damit auf eine andere zorückgeführt. die all- 
^meine Lösung von (72) zu finden, was ^jedem einzelnen 
Falle erst auszuführen ist. 

Einige Beispiele mögen zur Erläuterung dienen. Daß 
die in (L.)^ (M.) behandelten konfokalen Parabeln einerseits 
und Ellipsen resp. Hyperbeln andererseits zwei orthogonale 
Scharen bilden^ geht unmittelbar daraus hervor, daß deren 
Differentialgleichung (39), resp. (53) bei Vertauschung von y' 

mit ungeändert bleibt. 

'P^ß\ Gesucht wird die Orthogonalschar eines Strahl- 
büschels, d. L aller durch einen festen Punkt laufenden Ge- 
raden. 

Nimmt man den Punkt zum Koordinatenanfang 0, so 
lautet die Gleichung des Strahlbüschels: 

(73) y — (xx = 0. 

Da y'=ö(=: — , so wird die Differentialgleichung des 

Büschels: 

(74) a;y'-y = 0, 

mithin die der Orthogonalschar: 

(75) x + yy'=(x^+y^y==0, 
oder integriert: 

(P^^)) x^^ + y^ = r^, 

für variierendes r. Die Orthogonalschar des Strahlbüschels 
wird also gebildet durch die Schar der konzentrischen Kreise 
mit dem Zentrum 0. Ersichtlich ist dies Ergebnis äquivalent 
mit dem elementaren Satze, daß die Kreistangente auf dem 
Badius senkrecht steht. 

P^^^. Die Orthogonalschar eines Kreisbüschels zu finden, 
d. i der Schar aller durch zwei feste Punkte gehenden Kreise. 

Man lege das Koordinatensystem so, daß die beiden 
festen Punkte die Koordinaten (+ e, 0) erhalten. Der Mittel- 
punkt irgend eines Kreises des Büschels ist dann ein variieren- 
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der Punkt (0, ä) auf der Ordinatenachse^ und die Gleichung 
des Büschels lautet: 

(76) x^+y^ — ^o^y^e^. 

Differenziert man (76): x + yi/— (xyf= und substituiert 
hier den aus (76) sich ergebenden Wert von ä, so gelangt 
man zur Differentialgleichung des Ereisbüschels (76): 

(77) 2y(a; + ^y') = /(a;2 + y2_e2)^ 

demnach^ gemäß (P/J.), zur Differentialgleichung der Ortho- 
gonalschar: 

(78) 2^(a;/-^) = ~(ic2 + y2_e2)^ 

oder auch^ etwas umgeformt: 

(79) 2a;(y^+a;) — (:z;2^y2_|_e2)==o. 

Um (79) zu integrieren, beachte man, daß 2(a; + yy') 
« (a;2 + 1/2 + e2y^ somit (79) in die Gestalt gebracht werden 
kann: 

a;(a;^ + y^ + g7-^(^^ + y^ + g^) _/ ^^ + y^ + g^^ Q 

X \ X / 

Daher ist die allgemeine Lösung von (80), ffir ß als 
eine willkürliche Konstante: 

(P^^)) x^-\-y'^-\-e'^ = 2ßx oder {x-ßy + y^ = ß^ — e\ 

Dies ist aber wiederum ein Kreisbüschel (s. diese 
Sammlung Bd. VIII, § 23), nur daß die gemeinsame Sehne 
oder Potenzlinie, die ^-Achse, eine ideale ist, während der 
gemeinsame Durchmesser durch die ^-Achse gebildet wird. 

P^*^ Die Orthogonalschar der Tangenten einer Kurve 
zu bestimmen. 

Die Schar der Tangente einer Kurve*): 

(81) v-m 



*) Für das Folgende empfiehlt es sich^ für die Bestimmungs- 
stücke der gegebenen Kurven griechische Buchstaben zu wählen, 
für die der gesuchten Kurven lateinische. 
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wird durch die Gleichung repräsentiert (§ 15, (IV)): 

(82) y-r, = tjXS-x), {v'=^), 

WO XfP die laufenden Koordinaten der Tangente bedeuten. 
Die Elimination des Parameters f aus (82) und der 



diflFerenzierten Gleichung 1^=— ^J: 



(83) j/'=V 

ist bei unsem Mitteln schon in den einfachsten Fällen un- 
ausführbar. Wir werden daher vorerst in die Gleichung (82) 
als „natürliche" abhängige Variable den Abstand r*) auf der 
Tangente zwischen dem Berührungspunkte (f , ?y) und dem 
laufenden {x,y) einführen; ist wiederum t der Winkel zwischen 
Tangente und ir- Achse, so ist (82) ersetzbar durch: 

(82') a? = f + rcosT, ^ = ?y + rsinT. 

Aus (82') werde die Ableitung -^=:«/'=-^:— ent- 
nommen, und sodann vermöge der Bedingung (P^) f/?y'-|-l=0 
eine Differentialgleichung fflr r(f) aufgestellt. Man erhält 

n» s dr dx 

lur r = --r, t = 



(84) 



also: 



d^' d^' 

' äy 

dx 



— iy'+ T cosT • 1^+ ^ sinr , 



dS 



= 1 — r sinr • t'+ r' cost , 



,^^, , 17'+ r COST •/+/ sinr 

(85) y = i : , , , . 

^ ^ 1 — rsrnr-r + rcosT 



*) Dabei ist r positiv oder negativ zu nehmen, je nachdem 
der Punkt {x, y) auf der positiven oder negativen Seite der Tangente 
gelegen ist. Die Wahl von r als neuer Variabein kommt offenbar 
auf die Einführung eines mit der Tangente beweglichen Polar- 
koordinatensystems hinaus, wobei der Winkel x wiederum als 
Funktion von f zu denken ist. 
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Damit erhält die Bedingung ^'97'+ 1 = die Gestalt: 

(86) (1 + ?y'2) -|_ ri;{r{ cosr — sinr) + T\r{ sinr + cost) = . 
Hier ist aber: 



ly'cosT — sinr = , ^y'sinr + cost = cost = + yi -f ?y'2 

(§ 15, (VII a)), so daß nach Abspaltung des Faktors /l + ly'^ 
resultiert: 



(87) r'=-yr+Y^. 

Diese Differentialgleichung für r ist sofort auflösbar 

(s. § 11): 

^ 

(88) ^___|yi + ^'2df = _4^ = _a, 

wo <y = a|^ den von einem willkürlichen Ausgangspunkte f^ 
aus bis zum Punkte (f) reichenden Bogen der Kurve (81) 
darstellt. 

„Damit gewinnt man als Gleichung der Ortho- 
gonalschar der Tangenten einer ebenen Kurve (81): 

(P^^^) ic = f — acosr, y = ^ — asinr.^' 

Das negative Zeichen von o sagt aus, daß man den 
im Sinne des wachsenden resp. abnehmenden ^ genommenen 
Bogen o stets auf der negativen resp. positiven Seite der 
Tangente vom Berührungspunkte (f) aus abzutragen hat. 
I^r den Fall eines Kreises (81): f2 + ?;2_^2 gelangt man 
ersichtlich zur Darstellung (§ 7, (40)) der Kreisevolvente*) 
zurück. Die dort angegebene mechanische Erzeugung ist 
ohne weiteres auf den allgemeinen Fall (P^®^) übertragbar. 
Denkt man sich wiederum über die starr gedachte Kurve (81) 
einen Faden gelegt, denselben an der beliebigen Stelle (fo) an- 
geschnitten und sodann unter steter Spannung von der Kurve 
abgewickelt, so beschreibt das freie Ende des Fadens gerade 



*) Man hat zwischen t und dem dort benutzten Zentriwinkel 9? 
die Beziehung: cos t = sin 9?, sinT= — cos 99, während der Kreis- 
bogen von der Länge ag? in die Formel (P/?(3)) negativ einzutragen 
ist; da er im Sinne des abnehmenden x gemessen wird. So ent- 
steht aus (P/?(3)) die damalige Darstellung (§ 7, (40)). 
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-die durch (P^^) angegebene Kurve, eine „Evolvente*^ der 
gegebenen Kurve (vgl. § 21): 

P^*^. „Die Orthogonalschar der Tangenten 
einer ebenen Kurve deckt sich mit der Schar 
der Evolventen der Kurve." 

Der Satz (P^.) laßt sich leicht auf den allgemeineren 
Fall ausdehnen, wo eine gegebene Kurvenschar (69) von 
einer andern, einer „Isogonalschar" (Schar isogonaler 
Trajektorien), unter beüebig gewähltem, aber festem (spitzem) 
Winkel CO geschnitten werden soll. Versteht man für den 
Augenblick unter t^, resp. T2 den Winkel der Tangenten 
einer sich in einem Punkte P{x) unter dem Winkel co mit 
der gesuchten Kurve rj=^q?(x) schneidenden Kurve (69), 
so ist ö> = Tg — Tj , (wo das doppelte Vorzeichen aussagt, 
daß der Winkel co auf der einen oder andern Seite*) der 
Tangente (t^) in P abzutragen ist), demnach: 

(Pß') +tga)=^~''' 



'— ' 



1+y'v 

Faßt man beide Fälle zusammen, indem man +tgo; gleich 
einer gegebenen Konstanten — setzt und berücksichtigt, daß 
dann r{=-^^ — wird, so tritt an die Stelle von (PiS.) der 

\ y + y 

allgemeinere Satz: 

Yßf, „Ersetzt man in der Differential- 
gleichung D(x,y,y^ = einer Kurvenschar y' 

durch ^ , so erhält man die Differential- 

!/+y 

gleichung: 

(89) B[x,y,r^-f)^0 



*) Genauer ist bei negativem Vorzeichen von <o der Winkel <o 
im Punkte P auf der positiven Seite der Tangente (Tj) im Sinne 
des Uhrzeigers abzutragen, bei positivem Vorzeichen im entgegen- 
gesetzten Sinne. 
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der dem Winkel cd entsprechenden Isogonal- 
schar^ wo: 

(90) y = cotgö).« 

Auch diese Regel werde durch Beispiele erläutert 

P^V« Die Isogonalscharen eines Strahlbüschels auf- 
zustellen. 

Aus (73) und (74) ergibt sich sofort als DiflTerential- 
gleichung der Isogonalscharen: 

xy' — y 1 



(91) 



^+yy' y' 



Die direkte Auflösung von (91) stößt auf Schwierig- 
keiten. Man führe daher ^ als natürliche Koordinaten^ 

df 
Polarkoordinaten r, w ein. Dann wird für r' = -^— : 

d<p 

fnci\ • j rcos99 + r'sin97 

^ ^ ^ ^' r^ if — rsm^j + r'cos^j' 

. x\f—y r2(cos29?+8inV)+^sin9?cos9?— rr'sin^jcos^j r 
x-^-yif rr' (cos29?+sin293)+r 2 sin99COS93—r2sin9?cos9? /* 

Somit wird, in Polarkoordinaten, die Gleichung (91): 

(910 - = r oder « = M, 

^ T ' d(p dcp 

deren allgemeine Lösung lautet: ?r = 79? + c, oder: 

wo a eine willkürliche (positive) Konstante ist. Das ist aber, 
nach § 14 (Dy), s. auch § 17 (C), die Schar logarithmischer 
Spiralen^ die aus irgend einer von ihnen, z. B. r = &^y durch 
Drehung um den Pol hervorgehen. Je nach dem Vorzeichen 
von y = cotga> , d. h. von a> sind die Spiralen rechts oder 
links gewundene. Für variierenden Winkel o) stellt somit 
(P^V) die Gesamtheit aller Isogonalscharen des Strahl- 
büschels (73) dar. 

Analog werde auch die Aufgabe (P^^^.) ausgedehnt: 
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P^^,^. Es sollen die Isogonalscharen der Tangenten einer 
ebenen Kurve bestimmt werden. 

Man gehe^ wie dort, von den Gleichungen (820, (8^)> 
(85) aus, und bilde mittels (85), gemäß (P^')^ den Ausdruck 

ijf—r{ rT'(cosT4-i7'sinT)+r'(sinT— ^'cost) 1 



(94) 



1+^^' (l+^'^)+^T'(iy'cosT— sinT)+/(iy'sinT+cosT) / 
Da wiederum ??'cost — 8inr = 0, ?7'sinr4-cosT= 

' COST 



= +yl+^^ femer T' = (arctg)y')' = 3—^-7^, so entsteht 

dt 
aus (94) die Differentialgleichung erster Ordnung für /= — : 



n" 



(95) r'-yrj-^+yi + ,?'« = 0. 

Setzt man hier für den Augenblick zur Abkürzung: 



M 



(96) ^l+T^^**' yi + >?'^ = i, 

so ordnet sich die Gleichung (95) dem Typus unter: 

(97) r' — ar + 6 = 0, 

einer sogenannten „linearen" Differentialgleichung erster 
Ordnung mit f als unabhängiger, r als abhängiger Variable, 
während die Koeffizienten a, 6 gegebene Funktionen von f 
seien. 

Die Gleichung (97) läßt sich auf ein Integral zurück- 
führen. Man führe zwei Hilfsvariable UyV ein, sodaß: 

(98) r^^uVy r* ^wi/ -f-vu' . 
Dann geht (97) über in: 

(99) u'v + u{if — av)-]-'b = 0. 

Hier bestimme man v so, daß das mittlere Glied ver- 
schwindet: 

v' , . 

(100) a, v^kef'^y 
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WO h eine willkürliche Konstante ist. Dann reduziert 
sich (99) auf: 

(101) ^^=^l = _|e-af, 
und es kommt für u das Integral: 

(102) u = - je-^^dSy 

wo unter lo wieder eine willkürliche Konstante zu ver- 
stehen ist. 

Substituiert man die Werte von t?, u aus (100), (102) 
in (98), so ergibt sich als allgemeine Losung der 
linearen Differentialgleichung erster Ordnung (97), 
mit der willkürlichen Konstante |q : 

(103) r = -ef^lher-»^dS. 

f 

Für unsern besondern Fall (96) resultiert somit als 
allgemeine Lösung von (95): 

_ ^ V" r ^ tj" 

P^l „Setzt man diesen Wert von r in die 
Gleichungen (82') ein: 

(82^) ic = f + rcosT, y = iy + rsinT, 

so hat man die analytische Darstellung aller 
Isogonalscharen der Tangenten einer ebenen 
Kurve ^ = 9?(|)." 

Für y = i. e. ci> = ^ reduziert sich (Pf)) auf (88), wie 

es sein muß. Die Ableitung von (P^/ ) versagt ersichtlich 
in dem Fall, wo sich die Kurve (81) in einen Punkt, also 
die Tangentenschar (S2) in ein Strahlbüschel spezialisiert 
Denn dann ist f fest, kann also nicht mehr als unabhängige 
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t 
Variable dienen. Führt man dagegen cp als solche ein, so 
hat man gerade die Behandlimg der voraufgehenden Auf- 

gäbe (PJ&>). 

Der Fall P«. 

Es wird eine Kurve r] = <p{x) gesucht^ die jede Kurve 
der Schar: 

(69). r=r(x,y,oc)^0, 

wo sie ihr begegnet, berührt. 

Es scheint zunächst, als ob die Aufgabe nur ein 
Spezialfall von (P/?'.) sei, indem der Winkel co in (P/?'.) gegen 
Null konvergiert. Dann wird y^ = rj' (und umgekehrt), d. h. 
die Diflferentialgleichung (71) der Schar (69) bleibt un- 
geändert; oder mit anderen Worten, man erhält alle Kurven 
der Schar (69) selbst als Lösung. Aber diese Lösung ist 
ersichtlich nur eine uneigentliche. Denn formuliert man 
die Aufgabe (P«.) mit Hilfe des oben (S. 198) eingeführten 
BegriflFs des Linienelements so: eine Kurve fj==(p{x) zu 
suchen^ die mit der Kurvenschar (69) eine (unendliche) 
Schar von Linienelementen gemein hat, so genügt in der 
Tat jede Kurve (69) selbst der Forderung, da sie mit sich 
selbst eine Schar von Linienelementen gemein hat. Dem- 
nach ist die eigentlich gesuchte Lösung von (P«-) eine 
Kurve, die mit jeder Kurve (69) eine endliche Zahl von 
Linienelementen gemein hat, eine nicht in der allgemeinen 
Lösung von (71) enthaltene Lösung; man nennt eine solche 
eine singulare (s. diese Sammlung, Bd. XIII, Kap. 7). 

Im vorliegenden Falle kann man aber direkt die Auf- 
gabe (P«.) erledigen. Zu dem Zweck greife man nochmals 
auf die Entstehung der Tangentenschar einer ebenen Kurve 
zurück (§ 15). 

Näherungsweise erschienen die Tangenten als Sekanten 
eines Sehnenpolygons, also umgekehrt die Eckpunkte der 
letzteren als Schnittpunkte je zweier aufeinanderfolgender 
Sekanten. Durch den in § 15 ausgeführten Grenzprozeß, 
durch den die Sekanten in die Tangenten übergingen, kon- 
vergiert die Gesamtheit der Sehnenpolygonecken gegen die 
Punktmenge der Kurve (s. auch § 18); indem aber gleichzeitig 
der Winkel je zweier aufeinanderfolgender Sekanten gegen 
Null konveigiert, erscheint die Punktkurve als erzeugt („ein- 
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gehüllt^ durch ihre Tangenten, oder wie man sagt, als „En- 
veloppe^ ihrer Tangenten. 

Im wesentlichen derselbe Vorgang spielt sich ab bei 
einer beliebigen Knrvenschar (69). Denkt man sich die 
aDe Kurven (69) überall berührende Kurve, die „Enveloppe'' 
der Schar, bereits gefunden, so ist begrifflich klar, daß jede 
Berühmngsstelle zugleich die Grenze eines Schnittpunktes 
zweier konsekutiver Kurven der Schar isl 

Man wird demnach zu der gewünschten Enveloppe der 
Schar (69) gelangen, indem man irgend eine Kurve (69) 
mit einer benachbarten, dem Parameter wert a-^-Aa ent- 
sprechenden: 

(104) r(x,y,(x + Aoc) = 

schneidet, sodann zur Grenze ]imA(K = übeigeht, und 
endlich aus (69) und (104) eine von a freie Gleichung ab- 
leitet, die dann für alle Kurven der Schar (69) erfüllt 
sein mu£. 

Von der Funktion V, als Funktion von ä, werde 
vorausgesetzt, daß sie dem Cauchyschen Mittelwertsatz 
(Diffr. § 15) genüge: 

(105) V{x,y,(x + A(x)-r{x,y,a) 

Die Schnittpunkte zweier Kurven (69) und (104) sind 
also dieselben, wie die der Kurven: 

(106) r{x,y,cc)^0, ^ g^ ■ = ^- 

Die gesuchte Enveloppe der Schar (69) genügt somit, 
indem man zur Grenze limzla = übergeht, den beiden 
Gleichungen : 

(107) F=0, 1^=0, 

oder, wenn man sich hieraus a eliminiert denkt, der einen 
Gleichung : 

(108) E=E(x,y)^0. 
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Es fehlt aber noch der Nachweis, daß auch unagekehrt 
jedes Linienelemeiit der Kurve J5J=sO ein öolches einer 
Kurve der Schar (69) ist, d. h. daß die Kurve E=0 an 
jeder Stelle von einer Kurve der; Schar (69) berührt wird. 

Zu dem Behuf ist es zweckmäßiger, die Gleichung JE=0 

(108) durch zwei ändere zu ersetzen, indem man sich auf 
Grund von (107) x und y als Funktionen des Parameters a 
bestimmt detifct: 

Substituiert man diese Werte von äi^yiti V{x,y, <%) = Q, 
so muß die so entstehende Gleichung in a, identisch er- 
füllt sein: 

(109) ■• F</-(a),^(a),(a)>^0, ' 
somit auch die nach (k differenzierte Gleichung : 

Mit Rücksicht auf die? aweite Gleichung (lO"?) ist daher 
auch identisch: ■ ; . . 



) • i 



: Denkt maü sich dahör irgend einen Wert a heraus- 
gegriffen, so ist für die zugehörige Stelle der Kurve -B (108^) 

Da aber gemäß (111): 

^ ^ f[pC) dx'dy^' 

so stimmen für die Kurve E (108) und für F(ic, ^, a) = 
an der fragliche?! Stelle die Ableituogen yt und damit die 
Tangenten überein. 



*) Von dem singulären Fall, daß an; einzelnen Stellen /*'(«) 

dV dV 

.un<l^(ö(), re$p. ^ nnd ,^ gleichzeitig. verschwinden, soll hier 

abgesehen werden. - i > . > «: > >. 

W. Fr. Meyer, Integralrechnung. 1 4 
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Somit gilt der Satz: 

P». «Die Enveloppe einer Kurvenschar 
V{x,yfa) = wird dargestellt durch die 
beiden Gleichungen: 

dV 
(107) F=0, V-==0-'' 

P«. Als Anwendung mögen die sogenannten „Parallel- 
kurven" einer gegebenen Kurve dienen, die als Enveloppe 
eines Kreises von beliebig, aber fest gewähltem Eadius r 
entstehen, dessen Mittelpunkt {i, yj) eine gegebene Kurve : 

(112) ri = m) 
beschreibt. 

Die Gleichung der Kreisschar ist, mit dem Parameter | : 

(113) F(^,y,|) = (f-^)2 + (^-y)2_r2 = 0, 
also die nach f differenzierte Gleichung: 

(114) ||^^|_a;) + (^-y)^'=0. 

Die Elimination von | aus (113) und (114) würde 
wiederum schon in den einfachsten Fällen auf Schwierig- 
keiten stoßen. Aber man kann sie leicht umgehen. Denn 
die Gleichung (114) stellt gemäß § 15, (Villa) die Normale 
des Punktes (f , tj) der Kurve (112) dar; diese Normale, die 
zugleich ein Durchmesser des Kreises (113) ist, trifft den 
letzteren in den beiden gesuchten Punkten der Enveloppe^ 
die also vom Punkte (f , yj) den Abstand +r besitzen. 
Wählt man daher für den vorliegenden Zweck die Gleichung 
(§ 15, VIIIc) der Normale : 

(115) ic = f — rsinr, 2/ = ?y+rcosT, 

und berücksichtigt, daß (§ 15, (Vlla)) für die Kurve (112) 

sinT = - - , cosT= ^ , so resultiert als 

yi + Yi'^ f 1 + ^'2 

Darstellung der gesuchten Enveloppe der Kreis- 
schar (113): 

(P;) ^ = f + r-=£=, y = i7± 



yi + ^'2' ^ '-yi+^/2' 

wo man sich yj und yj' gemäß (112) als Funktionen 
des Parameters f zu denken hat. 
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Die Enveloppe (P«) heißt „Parallelkurve^^ der ge- 
gebenen (112), da jeder ihrer Punkte von dem entsprechenden 
der gegebenen Kurve den nämlichen, d. h. auf der Normale 
gemessenen Abstand r resp. — r besitzt. Für variierendes r 
entstehen so sämtliche Parallelkurven der gegebenen. 

Diese Parallelkurven kann man noch auf einem anderen 
Wege erzeugen. Es bewege sich jetzt em Kreis von festem 
Radius r derart, daß er stets die Kurve (112) berührt, 
oder, wie man sagt, er „rolle" die Km*ve (112) entlang*). 
Der Mittelpunkt {(x, ß) des Kreises liegt dann auf der 
Normale von (112) im Abstände r vom Berührungs- 
punkte (f, ^), hat also gerade die Koordinaten (115). So- 
mit ist die Gleichung der Kreisschar: 

(116) V{Xy 2^, f) = (f — a; — r sinT)2 + (iy — 2/ + ^ ^^^Y 

= (f — iP)2 + (^ — ^)2 — 2r{(| — a;)sinT — (iy — y) cost) = . 

Differenziert man nach |, so kommt: 

(117)^={(f-a;)+(^-y)^'>-2r[t'{(|-a;)cosT+(iy-y)sinT> 

— (^'cosT — sinr)] = . 

Hier ist wiederum ^'cost — sinT = 0, cost = 



yi+^'2 

sinT = — =4=, mithin zieht sich (117) zusammen, wie folgt: 

2r7f 



(118) 



{i-x) + {ri'-y)yr 



1 — 



yi+^'2 



= **). 



Daher schneidet, wie bei der ersten Behandlung, die 
Normale des Punktes (f) der Kurve rj = f{S) jeweils aus 
dem Kreise (116) die Berührungspunkte der Enveloppe aus, 
d. h. die letztere zerfällt in die Kurve rj = f(S) selbst und 
in die zum Abstände 2r gehörige Parallelkurve. 



*) Irgend ein fester Punkt des Kreises (oder allgemeiner 
einer beliebigen Berührkurve) beschreibt dabei eine sogenannte 
„Rollkurve", wie z. B. die Zykloide resp. Epizykloide (§ 7, V, VI), 
wo der Kreis auf einer Geraden resp. einem Kreise entlang rollte. 

**) Das Verschwinden des zweiten Faktors (cf. § 18, (UT)) 
würde bedeuten, daß die gegebene Kurve tj = f(^) ein Kreis mit 
dem Badius 2r ist, auf dessen Innenseite ein Kreis mit dem Radius 
r rollt. Dann artet die Parallelkurve in den Mittelpunkt des 
festen Kreises aus, aber auch jetzt noch gilt das Ergebnis des Textes. 

14* 
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§ 17. Die Tangekte bei PolarkooMlnaten; Langen 4er 
!Polartan^ente \ Polarnormale , Polarsubtangente und 

Folarsubnormale. 

Sei eine ebene Kurve, wie in § 5., (10)' auf Polar- 
koordinaten bezogen:, 

(1) r=^F{fp). 

Die Tangente der Kurve (1) in einem Punkte P be- 
stimmt sich dureh den Wudkel ju^ den sie!. mit dem Badius* 

vektQr r vbildßt. Um dieisea 
Winkel /i eindeutig als 
Winkel zwischen positiver 
Tangent-e und positivem 
Baditt&vektor . festzulegen^ 
nehme man einmal den 
Badiusvektor in positiver, 
d. h. vom Pole aus- 
laufender Kichtung, an- 
dererseits ßetze man als 
positive Richtung der Tan- 
gente die im Sinne des 
wachsenden Azimuts 97 zu nehmende fest. Es ist zu be- 
achten^ daß diese Festsetzung über die positive Tangenten- 
richtung eine andere ist, wie die bei rechtwinkligen Ko- 
ordinaten (s. § 15) getroffene, wenn man den Pol mit dem 

Anfang, die positive Pol- 
achse mit der positiven 
^-Achse zusammenf^en 
läßt. 

Zwischen den Winkeln 
fx^q) und dem im früheren 
Sinne (s. § 15) zu nehmen- 
den Winkel t der Tangente 
gegen die positive Pol- 
achse findet eine einfache 
Relation statt. Die Figur 
zeigt unmittelbar, daß entweder /4 = t — 9? oder aber 
/i=^;^ + (T — 9?) sein muß. In beiden Fällen . ist, somit. 




Fig. 19 a. 




Fig. 19b. 
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w^mj ipan noph (§ 15, (VII)) itgr duxcih ^^=^. ersetzt: 

^ A .. . ö/- < PV ;r/ l+'tgTtg^ 1'+Jftgi9?. ••' 

Hier ist noch i/ in Polarkoordinaten auszudrücken. 

Aus 
(3) • ' Ä?-=fc=r<J0d9?, i/=ärsin9?,i • ! 

WO r als die Funktion (1) von cp zu denken ist, folgt . filir 

r'=-5— , wie m § 5, S. 57, da «^=-j^:-5— , 
^9? ^ ^ ' ^ ^ d(p d(p^ 

^-v^=^rcos9:? + r sin^:?, -r— = -^rsin9? + reoS9?, 

r+r'tffo? / 1 * .y(l + t¥r^a?) 

^ f~-rtg(p/ ^ ^^ Y—'rtg(p ' 

..\7^^ r'~ris(p .' 



(4 



M 



dernnach: . . • 

(I), . . • , tgi«-~7> 

und damit auch: 

(I') 8in^ = --T ^ ■ ; _ , cos^ 



--; — -. ■• , »vw»j*^ — /■*■■■■ i r- • 

I r t • 

' In Übereinstimmung mit der obigen Festsetzung ist m 
spitÄ bei positivem /, stumpf bei negativem V, da ^emäS 
Diffir« § 18, S. 226 r dßxm mit wachsendem cp zu-.resp. aJt^ 
ninamt und r stets positiv ist, also tgfL dementsprechend 
positiv resp. negativ ausfällt. Da sin/i stets positiv ist, hat 
man die Quadratwurzel in (JTj pp^tiv in Rechnung zu bringen, 
CO& jti ist dann, wie es sein muß, ztigl&Xih mit tgfi positiv 
resp,. negativ. 



*) Der Faktor l + tg^9^ kann für reelle Kurven nicht ver- 
söhwinden, da l+tgV^^O (wie in § 16, 9. 192, Anm. ♦) l+j^«±=iO), 
die imaginären Minimalgeraden darstellt. 
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Die HerleituDg der Formel (I), wie ersichtlich letztere 
auch selbst^ versagt für den Pol 0, wenn dieser ein Kurven- 
punkt ist Man gelangt aber direkt von der Darstellung (1) 
aus zum Ziel. Verbindet man 0(r = 0) mit einem benach- 
barten Punkt Q {Ar, cp), so erhält man für den Winkel (p der 
Sekante OQ mit der Poläraehse die Bestimmungsgleichung: 

(5) F{(p) = Ar. 

Läßt man Ar gegen Null konvergieren, so geht die 
Sekante OQ über in die Tangente in 0, die Gleichung (5) 
aber in: 

(la) F((p) = 0. 

So oft die Kurve durch hindurchgeht und daselbst 
je eine zugehörige Tangente besitzt, entspricht der Kichtung 
der letzteren eine bestimmte, reelle*) Wurzel (p von (la). 

An die Gleichung (I) schließen sich, wie in § 16, die 
Begriffe der vier Längen: „Tangente, Normale, Subtangente, 
SubnormaW^ an, die zum Unterschiede von den damaligen 
mit dem Beiwort „Polar^^ zu versehen sind. Wie dort die 
a;- Achse als eine zur Ordinate y senkrechte Gerade benützt 
wurde, wird man jetzt im Pole auf dem Radiusvektor r 
eine (mit diesem bewegliche) Senkrechte errichten. Dann 
sind die in Frage kommenden Laugen der Polartangente 
resp. Polarnormale, die der Tangente resp. Normale des 



*) Die zur Darstellung reeller Kurven in Polarkoordinaten 
dienenden Funktionen F{<p) haben also die Eigentümlichkeit; im 
allgemeinen, d. h. bei beliebiger Lage des Poles, keine reellen 
Wurzeln zu besitzen. Unterwirft man dagegen die Kurve (1) 
einer Inversion (s. diese Sammlung Bd. YUI, § 24), indem man r 

durch — ersetzt, so geht die transformierte Kurve so oft durch 

den Pol, als die ursprüngliche durchs Unendliche geht. Daher 

kann die reziproke Funktion „, . ebensowohl reelle Wurzeln be- 

F{<p) 

sitzen, wie nicht. Ein Beispiel wird geliefert durch die Polar« 

P 

gleichung der Kegelschnitte (13): r = ^ , . Hier kann r 

1 -f- «cos^ 

für reelle (p nicht verschwinden, dagegen besitzt - für 1«! > 1 

V 

(Hyperbel) zwei reelle Nullstellen 99 , die für | « = 1 (Parabel) zu- 
sammenrücken, für I e I < 1 (Ellipse) keine solche. 
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Kurvenpunktes P{ry 99), von P bis zu jener Senkrechten ge- 
rechnet, und ihre senkrechten Projektionen auf die letztere, 
die Polarsubtangente resp. Polarsubnormale. 

Behält man im übrigen die damaligen Bezeichnungen 
ty n, St, Sn bei, so liefert die Figur sofort: 

r , r ^ r 

5,, = - — , Si=rtgjLiy n = - — , t = 



tg fjL ° sm/i cos/i 

also auf Grund von (I): 

(IIa) Sn^r', (IIb) st^y, (IIc) n^fr^+?~\ 

(II d) t==^^|r^~+V^^. 

Hierbei ist die Quadratwurzel, da n = — — positiv, 

sm/i 

positiv zu nehmen; bei negativem / wird man,. wenn es er- 
forderlich scheint, die Längen der Polar-Subnormale, -Sub- 
tangente, -Tangente negativ wählen. 

Mit Hilfe der Formeln (I) und (II) mögen wiederum 
einige einfache Aufgaben durch Integration der entsprechen- 
den Differentialgleichungen gelöst werden. 

A. Die Polarsubnormale einer Kurve soll konstant, = a, 
sein. Die Forderung: 



(6) 


/=» 


ergibt sofort: 




(A) 


r — a{q) cpo). 



d. i. gerade die in § 14, lYa betrachtete Schar Archi- 
medischer Spiralen. Für positives a sind sie „positiv*^, 
d, h. von rechts nach links gewunden, bei negativem a 
„negativ'^, d. h. von links nach rechts. 

Die Konstruktion der Tangente eines Kurvenpunktes 
mit Zirkel und Lineal liegt auf der Hand. 

B. Für welche Kurven ist die Polarsubtangente kon- 
stant, == -? 



a 
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Man hat gemäß (üb): 

1 

(B) _ = _a(95-9?o), 

• 
d. i. die in § 14, IV )8 behandelte Schar von hyperbolischen 
Spiralen. Für positives resp. negatives a sind sie negativ 
resp. positiv gewunden. Auch hier ist die Tangenten- 
konstruktion evident. 

C. Die Tangente soll mit dem Eadiusvektor einen kon- 
stanten Winkel /i einschließen. 

Die Aufgabe C. deckt sich gemäß (IIa), (IIb) mit jeder 

der beiden anderen: die Polarsubnormale resp. Polar- 

sabtangente soll proportional dem Badiusvektor sein : Sn = ocry 

r 
resp. 5f =5= — . 

Sei cotg/A = Ä gesetzt^ so. ist nach (I): 
(8) j = a, 

(C) r = ef^^*p—*po^ = ce^'Py 

d. i. die in § 14, IV y und § 16, (P^) untersuchte Schar 
von logarithmischen Spiralen, wo cp^ resp. c die will- 
kürliche Konstante ist. 

Je nachdem oc positiv oder negativ, d. h. (p spitz oder 
stumpf, hat man wiederum positiv resp. negativ gewundene 
Kurven zu unterscheiden. Konvergiert fji gegen einen rechten 
Winkel, also cotg/i = öc gegen Null, so spezialisiert sich (G) zu: 

(Ca) r^Cj 

d. i. die Gleichung der konzentrischen Kreise mit dem 
Zentrum 0. 

In der Tat steht ja die Kreistangente senkrecht auf dem 
Radius. Die logarithmische Spirale erscheint also in dieser 
Hinsicht als eine direkte Verallgemeinenmg des Kreises. 
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D. Für welche Kurven bildet der Badiusvektor einen 
doppelt so großen Winkel mit dem auf die Tangente gefällten 
Lot, wie mit der Polachse? 

Die gestellte Forderung findet ihren Ausdruck in: 



(9) 

oder : 


• 


tg^tg29?- 1, 


(10) 


• 


^- tg2^- 


Die 


1 

Integration 


liefert sofort: 


(11) 
oder 

(D) 


' 


r^ ccoB2(p. 



Für positives c ist das gemäß § 7, IX eine Schar spe- 
zieller Leiqfiniskaten mit c=^2e^, Bei negativem c = — 26^ 
schreibe jnan: 

(DO r2 =^ 2^2 cos(7r - 2(p) = 2e^ cos 2 (^ " 9^)1 • . 

Es haben also in (D'), im Vergleich zu (D), nur die 
X- und y -Achse ihre Rolle vertauscht. 

E, Die senkrechte Projektion der Polarsubtangeute ai;if 
die Polachse soll eine konstante Länge c besitzen. 

In dem durch Projektion von st auf die Polachse ge* 
bildeten rechtwinkligen Dreieck ist der Winkel zwischen St 
und der (negativen) Polachse das Komplement vom Azimut (p, 
also soll sein: 

(12) s, = ^ = 



r' wa<p 

Die Integration ergibt, bei willkürlicher Konstante d: 

1 



(E) r = 



— COSQ? + d 

. c 



Der Vergleich mit der Polargleichung der Kegelschnitte 
(s. diese Sammlung Bd. VilJL, § 35) für einen Brennpunkt 
als Pol und die Hauptachse als Polachse: 
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p 1 



(13) r = 



l + €COSa? 1 . e 

^ C0SQ9 

P P 



P 

lehrt, daß (E) und (13) übereinstimmen, wenn c = — d. i. 

c gleich dem Abstände des Brennpunktes von seiner Di- 
rektrix ist: 

(E) „Die gesuchten Kurven werden ge- 
bildet durch die Schar von Kegelschnitten 
mit der Polachse als Hauptachse, dem Pol 
als einem Brennpunkt und zugehöriger fester 
Direktrix; die willkürliche Integrationskon- 
stante d ist der reziproke Wert des Para- 
meters jp." 
Die in (12) liegende Eigenschaft der Kegelschnitte sagt 
nichts anderes aus, als daß (s. d. Sammlung Bd. VIH, § 35) 
die Kurventangente und die auf dem zugehörigen Brennstrahl 
errichtete Senkrechte sich stets auf der Direktoii des Brenn- 
punktes schneiden. 

Da aber die Direktrix die Polare des Brennpunktes 
ist (a. a. O.), so ist die in Rede stehende Eigenschaft 
äquivalent mit der andern, daß die Schenkel irgend eines 
rechten Winkels, dessen Spitze in einem Brennpunkte liegt, 
einander bezüglich des Kegelschnittes konjugiert sind. In 
der projektiven Geometrie (a. a, O.) bedient man sich dafür 
des Ausdruckes, daß die Brennpunkte eines Kegelschnittes 
definierbar sind als die Zentren einer rechtwinkligen, be- 
züglich des Kegelschnittes konjugierten Strahleninvolution. 
Bei der Parabel kommt nur der eine, im Endlichen gelegene 
Brennpunkt in Betracht. 

F. Die Kurven konstanter Polamormale c zu bestimmen. 
Die Gleichung: 

(14) ■}/r^+r'^ = c , 



oder 
(15) 

liefert, integriert: 



dq) 



dr ■*'-'> ^5 



yc2 _ r. 
r 



(16) q) — q)Q = STCsin 
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oder, durch Umkehrung: 

(F) r = c sin (9? — (p^) = csin(p coscpQ — c CO89? sin^^Q . 

Multipliziert man diese Gleichung mit r, und berück- 
sichtigt, daß x = rcos(py y^rsmq), so geht (F) über in: 

(F') a?^ + y^ + xc sixKfQ — yc cos9?o == • 

Nun ist die allgemeine Gleichung eines Kreises vom 
Radius q und dem Mittelpunkt {a, V) (s. diese Sammlung 
Bd.Vin, § 20): 

(17) (^-a)2 + y-6)2-^2 

= x^ + y^ — 2ax — 2by + (a^ + b^ — Q^) = 0. 

Aus dem Vergleich mit (F') geht sofort hervor, daß (F^) 
die Schar der Kreise darstellt, die durch den Pol gehen, 

- deo fe..e. Radi. ib^.en. l,»InMU»GMeh.g 

(14) ist dann ersichtlich, daß der Winkel im Halbkreise ein 
Rechter ist. Andererseits ergibt sich aus (F) und (I): 

(18) r" ^ c co8((p - <po) , ^ = %/i = tg(9?-9?o)^ 

somit: 

(19) fi^cp — cp^. 

Dies sagt aber aus, daß die Tangente im Pole 
{(p^cp^ und irgend eine andere Kreistangente gegen die 
Sehne gleichgeneigt sind. Daher besitzen nur die Kreise 
die Eigenschaft, daß irgend zwei Tangenten stets gegen die 
Sehne gleichgeneigt sind. 

G. Für welche Kurven ist die Polartangente konstant? 
Man hat, nach (Ild): 



(20) _|^+/2_c, 

oder nach Quadrierung und Auflösung nach , = -r- : 



d(p ic^ — r^ _ _ fic^ — r- 



(21) i?=^-' <P-<Po-r-^^är. 
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Vennöge der Substitution: 

dr 



r — c sinyj , '^c^ — r^ =i: c cos v^ , ' ^— *= c cos^ , 
geht (251) über in: 

(22) (p^(p^=.\ r-—- dy^r^ / — r^—^ ^V' 



J %yx)?xp J 



demnach, da (cotgi/;)^ = — . L , als allgemeine Lösung 

^ °^ sm^^ 

von (20): 

(G) . 9^ ~ ^0 = "~ (y + ^^*gv^) > *^ — ^ ^^ y^\ 

Will man hier wieder, r einfähren, soswjird: 
cotgt/; = ^^ , i/; = arcsin— , 



also kommt: 



arcsm — \- 

c r 



Die Kurven (G) gehen durch Drehung irgend einer von 
ihnen, etwa 9?(x = 0, um den Pol hervor, der für alle ein 
asymptotischer Punkt ist. Da für. diese Ausgangskurve 

TZ 

q/=cotg^y)f r^—ccosyj, so besitzt sie fBr V'— ^, d. h. im 
Punkte (p = — -^, r = c eine Spitze (s. § 15, S. 172). 



. Kapitel lY. 

Krümmnnff von Kurven nnd Flächen. 

Einfache BiÄferentialgleichungen 

zweiter Ordnung. 

§ 18^ Eriunmung einer Enrya bei rechtwinkligen 

Koordinaten. 

In Diffr. § 18, S. 226 war gezeigt, daß eine Punktion 
y=if[x) an einer Stelle [Xyy] eine Zunalime resp. Abnahme 
aufweist, je nachdem y^ ddselbet positiv odw? negativ ist. Der 
Sata wird mit Hifre von § 15, (I) unmittelbar anBohanlichc 
I. >,Je nachdem die positive Tangente der 
Kurve y ='*f(^) in^ Punkte (:^, y) gegen die 
positive a?*-Achse positiv oder negativ ge- 
neigt ist, ist die Kurve an der Stelle (^, y) 
im Wachsen (Steigen) oder Abnehmen (Fallen) 
begriffen/^ 
Ist dagegen an der Stelle (^, y) y=0, so ist der 
Winkel der Tangente gegen die Eichtung der ^* Achse Null, 
d. h. die Tangente ist parallel zur ^r-Achse und umgekehrt. 
War nun y"=^0, so fand (1. c.) bei positivem y" ein Mini- 
mum, bei negativem y" ein Maximum von f{x) statt. Die 
Kurve y = f(x) weist also dann im ersterai Fall auf beiden 
Seiten der Stelle {x,y) ein Steigen auf, im letzteren da- 
gegen ein Fallen. 

Wir sprechen jetzt, zunächst gestützt auf die Anschau- 
ung, von der Qualität der Krümmung eines Kurven- 
bogens (§ 11) resp. einer einzelnen Stelle P derselben in 
Bezug auf eine feste, etwa horizontal gedachte Achse, die 
positive a:-Achse; je nachdem der Karvenbogen, resp. an 
der Stelle P, einem rechts stellenden Beobachter die hohle 
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(konkave) oder aber die erhabene (konvexe) Seite zukehrt, heiße 
der Kurvenbogen, resp.an der Stelle P, negativ resp. positiv 
gekrümmt. £s sind vier Fälle zu unterscheiden: einmal kann 
die Kurve bei P im Steigen resp. Fallen begriffen sein, 
andererseits kann der Tangentenwinkel r im Zu- resp. Ab- 
nehmen begriffen sein. Auf Grund der Regel (I), angewandt 
einmal auf die Funktion y = f{x)y das andere Mal auf die 
Funktion i/= f{x) = tgr, ergibt sich sofort, wenn man zwei 
Werte desselben resp. entgegengesetzten Vorzeichens als 
,,gleichnamig^^ resp. „ungleichnamig^^ bezeichnet, das Kriterium: 

n. „Denkt man sich die positive :r-Achse 
nach rechts gerichtet, so ist die Kurve y=/l(a;) 
an der Stelle P{Xyy) positiv resp. negativ ge- 
krümmt, d. h. sie kehrt einem rechts stehen- 
den Beobachter die konvexe resp. konkave 
Seite zu, je nachdem die beiden ersten Ab- 
leitungen ^, y" der Funktion y = f{x) daselbst 
gleichnamig oder ungleichnamig sind.'^ 

Hierbei sind t/ und i/' als von Null verschieden an- 
genommen. Ist y'—O, j/^^0, tritt also ein Minimum resp. 
Maximum von y ein, so wechselt die Krümmung der Kurve 
in P ihr Vorzeichen. Ist andererseits y"=0, ^"'^0, so vmd 
sich zeigen, daß die Kurve in P einen Wendepunkt besitzt, 
also die Krümmung an der Stelle P ebenfalls ihr Vor- 
zeichen wechselt.*) 

Im folgenden werden für den in Betracht kommenden 
Bogen y^ und t/' als von Null verschieden und endlich 
vorausgesetzt. 

Der Unterschied zwischen Konvexität und Konkavität 
eines Bogens kommt darauf hinaus, daß sich irgend zwei 
Normalen des Bogens auf der linken (negativen) resp. auf 
der rechten (positiven) Seite desselben treffen. £s seien 
P(x,y) und Q{x + Ax, y + Ay) zwei Punkte des Bogens, 
wo Ax positiv sei. Die Gleichung der Normalen in P ist 
(§ 15, VIII) für ^,7} als deren labende Koordinaten: 

(1) N{x) = {S-x) + y^(fj-y)==0, 



*) Der Fall eines Maximums oder Minimums von y hängt 
von der Wahl der »-Achse ab, der Fall eines Wendepunktes da- 
gegen ist von der Wahl des Koordinatensystems unabhängig. 
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mithin die des Punktes Q: 

(2) N{x + Ax)==0. 

Werden y^y'^y^^ also auch N(x)y als eindeutig und 
stetig innerhalb des Bogens vorausgesetzt, so läßt sich auf 
die linke Seite von (2) der Cauchysche Mittelwertsatz 
(Diffr. § 15) anwenden: 

(20 N{x + Ax) = N{x) + AxN\x + '»Ax) (0<d<l). 

Für den Schnittpunkt (f , rj) der beiden Normalen (1), (2) 
kommt also: 

(3) N{x) = Q, N\x + '»Ax) = 0. 

Es ist N{x) eine Funktion von Xy y, y', die ihrerseits 
von X abhängen, also wird (Diffr. § 13): 

8N öN 6N 

(4) iVr.(.;)«^+-^y'+^y"^_(l+2/'2) + (^_y)y.. 

Seien y^jy^,y'l die zu dem Mittelwerte x + '&Ax ge- 
hörigen Werte von y, ^, y['\ wiederum nach dem Mittel- 
wertsatz wird: 

y^^y(X'\-'»Ax)^y-\-'&Axy!^, yii=/(^ + *i^^), 

0<t?i<l, 

sodaß sich die Gleichung (3) W(x-\-'^ Aoi)^^ entwickelt in: 

(5) W{x^^Ax)^{\-\-y'^^)^{jl~y^'»Axy'^:)^^^Q, 

Hieraus ergibt sich der Ausdruck für rj — y: 
(6a) ^_y = i±|*! + ^j^y^, 

und dies in (1) N{x) = eingesetzt, liefert den Ausdruck 
für f — a;: 



(6b) ^-x==-i/ 



'+P^ + ^Axy^ 



y^ 

Nimmt man Ax bereits so klein an, daß, unter /z, v die 
obere, resp. untere Grenze von \y'\, unter v.^ die untere Grenze 
von |y| im Intervalle {x,x-\-Ax) verstanden, Ax kleiner ist, 

als =— , so hängt das Vorzeichen von | — a; in (6 b) nur 

von ~y ab. Damit ist das oben der Anschauung ent- 

y& 

nommene Ergebnis analytisch bestätigt; denn für [innerhalb 
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{x,x + Ax)] gleichnamige 2^, y" wird x>'S, für ungleich- 
namige ^, i/' wird X <^j d. h. der Schnittpunkt der beiden 
Normalen liegt im ersteren Falle links, im letzteren. rechts 
vom Bogen (x^x+Ax). 

Dies bleibt gültig, wenn sich, der Punkt Q dem Punkte P 
beliebig nähert. Für lim Ja; = gehen aber (Ba), (6 b) über in : 



(I) 



f-« — yÄi+^'l, n 



y=? 



i+y 



2 



y 



// 



I. „Die Normale eines Kurvenpunktes P(^,y) 
wird von der eines benachbarten Pui;iktes 
Q{x-\-Ax, y + Ay) in einem Punkte f, ri (6a), (6b) 
getroffen, der, wenn Q gegen P konvergiert, 
ebenfalls gegen eine bestimmte Grenzlage (I) 
Jf (f , rj) konvergiert.^^ 

Für alle Punkte P{x, y) eines konkaven resp. konvexen 
Bogens ist also die Abszisse f von M großer resp. kleiner als 
X und umgekehrt. 

Die Gerade N(x) = ist offenbar die durch den Punkt M 
gelegte Senkrechte zur ic-LÄ.chse. 



P(x>y, 




Fig. 20 a. 



Sei B die Entfernung Pilf, also JR2 = (f - x^) + (^ - y)S 
so fließt aus. (T): 

(la) B=ly(r+?^8, 

wo das Vorzeichen der Quadratwurzel negativ gewählt sein 
mag, so daß JB gleichzeitig mit y — rj, d. h. mit —y'' positiv 
resp. negativ ausfällt. 

Umgekehrt drücken sich dann y—rj und ^—x, vermöge 
(I) nad (la), sowie § 15, (VII c) aus, wie folgt: - 
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(ib) 



I 



y — 7] = R — - - =Jtcosr, 



f_^=i? 



if 



+ii+i/' 



= i?sinT, 




wo T wieder den Winkel zwischen Tangente und a;-Achse 

bedeutet. Da die Strecke B = PM auf der Normalen von 

P liegt, so genügt, wie aus 

der Figur 20a, resp. 20b her- ^%jffx vj 

voigeht, die Kenntnis des 

Wertes (la) von iJ, um jß. 

aus ihr die Relationen (Ib) 

und (I) herzuleiten. ^(l^^ 

Es ist nicht ohne 
Interesse , den Grenz- 
prozeß, der den Punkt M Fig. 20b. 
als Schnittpunkt der Ge- 
raden JV^(4 = 0, If\x) = ^ lieferte, auch für die Tangente 
durchzuführen. Nach der Definition der Tangente (§ 15) ist 
die Grenzlage des Schnittpunktes der Tangente in P{x,y) 
mit der in Q{x + Ax^y-^- Ay) für limzl;r = der Kurven- 
punkt P selbst, ausgenommen den Fall, wo beide Grenz- 
lagen aufeinander feilen, so daß ihr Schnittpunkt un- 
bestimmt würde. 

Die Gleichung der Tangente in P{Xy y) war (§ 15, (TV)): 

(7) T(x) = {^-x)tf-{ri-y)==^. 
Es wird also: 

(8) T'{x) = ^ + ^i/+^f^-i/+if+{i-xW'=0. 

Solange also ^'4=0, folgt aus (7) und (8) ^ — x = Q, 
rj—y = 0, d. i. der Punkt P. Ist aber y"=0 im Punkte 
P(x, y), so wird die Gleichung (8) identisch erfüllt, d. h. die 
Tangente in P fällt mit ihrer „konsekutiven" zusanmien, oder 
wie man auch sagt, es liegen drei unendlich benachbarte 
Punkte der Kurve in einer Geraden. Ein solcher Punkt P 
heißt ein „Wendepunkt" der Kurve. In Übereinstimmung 
damit muß der Punkt ilf, als Schnittpunkt zweier im Grenz- 

W. Fr. Meyer, Integralrechnung. 15 
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falle parallelen Normalen unendlich weit liegen, und in der 
Tat lehrt (la), daß R dann unendlich groß wird. Für eine 
Gerade ist, wie ihre Gleichung ax-\-by-\-c=0 zeigt, in 
jedem ihrer Punkte y"=0, also jeder ihrer Punkte, wie auch 
geometrisch einleuchtend, als Wendepunkt anzusehen. Um- 
gekehrt folgt aus ^'=0 sofort y'=af y = ax-\-by d. h. die 
Gesamtheit*) aller Geraden der Ebene. 

Für einen Kreis, dessen Radius mit a bezeichnet sei, 
schneiden sich je zwei Normalen, also auch zwei konse- 
kutive, stets im Mittelpunkte M, d. h. es ist R konstant, 
= a. Betrachtet man einen Bogen As des Kreises, der zum 
Zentriwinkel A<p gehöre, mit den Endpunkten Py Q, so ist 
As = aAq?y also: 

also auch: 

(10) Ji=4^' 

acp 

Der Winkel Aq) läßt sich auch auffassen als die Diffe- 
renz der beiden Winkel, den die Kreistangenten in P, Q mit 
irgend einer festen Achse, z. B. der ic- Achse bilden. Ist 
also, wie früher, t der Winkel der positiven a;-Achse mit 
der positiv gerichteten Tangente in P{x, y), so wird 
A(p = + At, somit, gemäß (9), (10): 

jj ^ ds ds dx 

^ ^ dr dx' dx' 

wo das Vorzeichen noch geeignet zu bestimmen sein wird. 

In dieser Gestalt ist die Formel für jR einer Über- 
tragung auf eine beliebige Kurve y = f{x) fähig. Beschränkt 
man sich auf einen sehr kleinen Kurvenbogen (P, Q)^ so 
wird man ihn angenähert als einen Kreisbogen ansehen 
können, und sonach versuchen, R durch die Festsetzung (II) 
zu definieren. 

Für einen unendlich kleinen Kürvenbogen, als Kreis- 

*) Eine scheinbare Ausnahme machen die Geraden x = c. 

Diese gehen aber aus y = ax-^b hervor, indem man a,b un- 

1 

endlich groß werden und zugleich , gegen — konvergieren läßt. 



§ 18. Krümmung einer Kurve bei reohtwinkl. Koordinaten. 227 

bogen betrachtet, liegt die Strecke R auf der Kurven- 
normale; es erübrigt nur noch, die Übereinstimmung der 
Ausdrücke (la) und (II) für R nachzuweisen. Nach § 11, (21) ist 

— — =yi-|-y'2^ andererseits wegen tgT = «/', T = arctgj/ aber 



dt f 



dx 1 +y 2 ' 

(11) n= 



somit: 



dx .< 



i. e. die Formel (la), wo, wie auf S. 224 die Quadratwurzel 
negativ genommen werde. 

Die Größe R wird somit als ein Maß der Krümmung 
der Kurve an der Stelle P(x,i/) anzusehen sein; da R als 
Radius eines Kreises erscheint, der in P die Kurve ersetzt, 
so nennt man diesen Kreis den Krümmungskreis der 
Kurve in P, und seinen Radius R den zugehörigen Krüm- 
mungsradius: 

IL „Ist As der Bogen der Kurve y = f{oo), 
von P{Xy y) bis zu einem benachbarten Punkte 
Q{x-\-Ax,y-\-Ay),Ax der positive spitze Winkel 
zwischen den Tangenten in P, ^, so ist der 
Krümmungsradius R der Kurve an der Stelle 
P definiert durch: 

(H) U = lim4^ = ^." 

At dr 

Für den Kreis war der Krümmungsradius konstant 
(nämlich gleich dem Radius a); umgekehrt fragen wir jetzt 
nach allen Kurven mit dieser Eigenschaft. Die Gleichung: 

ist eine Differentialgleichung 2. Ordnung, deren direkte 
Integration auf Schwierigkeiten stößt. Man stelle daher 
lieber R als Funktion der natürlichen Variabein x dar. Der 

1 v" 1 

Vei»leich der Ausdrücke ^5- = — und C08t = — , 

^ (1+^2)1 +yi+r' 

15* 
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läßt eine nahe Beziehung zwischen R und (cost)' erwarten. 
In der Tat hat man: 

(13) (cosry^ ^^-^^, 

demnach unter Berücksichtigung der Vorzeichenregel für R 

(S. 224): 

/■( A\ 1 (cost)' . COST f ' V 

(14) — ^= , =rsinf . =r cosT = (smr) : 

^ ^ R y smr 

„Der Krümmungsradius jR einer Kurve 
y = f(x) an der Stelle P{Xyy) läßt sich durch 
den Ausdruck 

(HO ^=;"-\' 

^ (smr) 

festlegen/' 
Im vorliegenden Falle R = a liefert die erste Integi'ation^ 

wenn man a = setzt: 

y' 

(15) sinT = a^ + c = 



Durch Quadrieren und Auflösen nach i/ kommt: 

(XX-\-C 



(16) y= 



yi — (a^ + c)2' 



also, da []/l — (^.^4-^)^]^= ^ ^ durch zweite Inte- 

gration: yi-(öcir + c)2 

(17) ^(y-2/o) = -yi-(Ä^+c)"^, 

oder quadriert: 

(170 oi^iy-yoY + io^x + cY^i, 

oder, bei Wiedereinführung von a = — : 

(18) (2/-.%)2 + (^-ca)2 = a2. 

Das ist in der Tat die Gleichung eines Kreises mit 
willkürlichem Mittelpunkt {cay y^ und dem Radius a; der 
Kreis ist also charakterisiert als die Kurve mit kon- 
stantem Krümmungsradius. 
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Man nennt einen kleinen Kurvenbogen (P, Q) um so 
stärker gekrümmt, je mehr er von der geradlinigen Strecke 
PQ abweicht, je kleiner also der Radius des den Bogen er- 
setzenden Kreisbogens ist. 

In Übereinstimmung damit werde die Festsetzung ge- 
troffen: 

„Unter der Stärke (Intensität) J5l der Krüm- 
mung oder kurz der Krümmung Ä^selbst einer 
Kurve an der Stelle P(x, y) wird der reziproke 
Wert des Krümmungsradius JB verstanden: 

(in) K== ^ .« 

Der Krümmungskreis erschien • als ein Kreis, der die 
Kurve an der Stelle P zu ersetzen geeignet ist, der sich ihr 
also daselbst so eng als möglich „anschmiegte^; da ein Kreis 
durch drei Punkte bestimmt ist, wird daher der Krümmungs- 
kreis erhalten werden als die Grenzlage des Kreises, der die 
Kurve im Punkte F(x,y) berührt (d. i. daselbst die nämliche 
Tangente besitzt) und noch durch einen Kurvenpunkt Q{x-{-AXf 
y-\-Ay) geht, der gegen den Punkt P konvergiert 

Irgend ein Kreis, mit dem Radius r, der die Kurve in P 
berührt, dessen Mittelpunkt (^,^) also auf der Kurvennormalen 
von P liegt, ist in laufenden Koordinaten |, ri dargestellt durch: 

(19) (f_a)2 + (^_^)2 = ^2^ 

oder auch, da a~;r = rsinT, y~ß = rcosr, durch: 

(20) (^ — x — r sinr)-' -^-(rj — y + r cost)2 = r^ , 

oder, nach r aufgelöst: 

(21) 2, {^-xy + {r,- yr- ^ 

(S — x) sinr — {tj — y) coQz 

Soll der Kreis noch durch den Kurvenpunkt Q{x -\-Ax,y+Ay) 
gehen, so muß (21) für ^ —x = Ax, rj—y==Ay erfüllt sein, 
also, da (§ 15, (VHa)): 

1/ .... 1 . 



smr = - , cosT = 

/2 



yi+,/2 yi+,/. 
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(22) 
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Ax 



-=i>+(sri- 



1+ 



kAxj 



Ay 
smr — ;;- cosT 
Ax 

Ax 



yi+y^-- 



/- 



Ay^ 

Ax 



Nach dem erweiterten Mittelwertsatz (DiflFr. § 19,(6)) ist: 
Ay Ax 



(23) ^ 



y'\x-\-»Ax)y 0<^<1, 



Ax 2 

wodurch (22) übergeht in: 



(24) 



-r = 



y'Xx + 1? J^) 

Geht man jetzt zur Grenze lim /(a7 = über, so resul- 
tiert in der Tat der Ausdruck (la) JB= -^ y(l +y^Y ^^ ^^^ 

Krümmungsradius il = r (bei negativ genommener Quadrat- 
Wurzel). 

Durch eine analoge Rechnung gelangt man zu dem- 
selben Ergebnis, wenn man einen Kreis durch drei Kurven- 
punkte Qi, Q2, Qs legt, und diese sodann beliebig gegen 
den Kurvenpunkt P konvergieren läßt. Man bedient sich 
daher der Ausdracksweise : 

„Der Krümmungskreis einer Kurve an 
einer Stelle P ist der durch drei dem Punkte 
P unendlich benachbarte Punkte gehende 
Kreis/^ 

Die zugehörige Eechnung möge in allgemeinerer Weise 
imd für zwei beliebige Kurven y=^f(x), r] = (p(x) ausgeführt 
werden. Für em kleines Intervall {x — Ax, x + Ax) sollen 
die Funktionen f(x), q?(x) so weit nach der Taylor sehen 
Reihe (Diffr. § 19) entwickelbar sein, als es für die jeweilige 
Frage nötig erscheint. 

Beide Kurven haben dann und nur dann den Punkt 
P(x, y) gemein, wenn: 

(25) m=-<p{x). 



§ 18. Krümmung einer Kurve bei rechtwinkl. Kuordinaten. 231 

Der Puokt P heißt dann ein „Schnittpunkt" beider 
Kurven. 

Soll auch Q(x-rAxy y-\-Ay) ein Schnittpunkt sein, 
so gilt: 

(26) f{x + Ax)=- (p(x + Ax)y 

oder, wegen (25), nach Unterdrückung des (nicht ver- 
schwindenden) Faktors Ax: 

(26') f{x + »Ax) ^ (p\x + d'^Ax) (0 < j^ < 1 , < 1^1 < 1) . 

Konvergiert Q gegen P, so geht [2&) über in die Bedingung: 

(27) f{x) = <p\x) . 

Man sagt dann^ beide Kurven, berühren sich io P, 
genauer, in der ersten Ordnung, oder auch, sie haben 
an der Stelle P zwei konsekutive Punkte gemein. 

Da f{x) = (p'{x) nach § 15, (VII) die Eichtung der Tangente 
in P bestimmt, so haben beide Kurven unter den Bedin- 
gungen (26), (27), und nur dann, in P eine gemeinsame 
Tangente. 

Dasselbe Resultat wird allgemeiner erzielt, wenn zu- 
nächst die eine Kurve, etwa r] = cp{x) , zwei Punkte (x,-t Ax^, 
{x-{-Ax^, mit der andern, y=^f(x) gemein hat, und wenn 
man sodann beide Punkte unabhängig voneinander auf der 
Kurve y = f(x) gegen den Punkt F{x) konvergieren läßt. 
Denn aus den Bedingungen: 

(28) 'f{x + Ax^) = (p{x + Ax^), f(x+ Ax2) = (p(x + Ax.2) 

folgt nach dem Mittelwertsatze, für &^ ^ ^2 ? ^i > ^2 zwischen 
und 1: 

\ f\^) + Ax., f\x + 1^2 ^^2) = 9^(^) + ^^2 ¥(p^' + ^2 ^-^'2) y 
imd durch Subtraktion: 
(30) A x^ [f(x + &^ Ax^)-' (p\x + Ci A x^)] 

— Ax^ \f{x + 1^2 Ax^ — (p\x + ^2 ^-^'2)] "^ . 

Da Ax^ und Ax.2 unabhängig voneinander gegen Null 
konvergieren sollen, setze man Ax^==I^(Xx , Ax^^^oc^ , wo 
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oc^f «2 beliebige endliche Variable darstellen, und limf = 
sein soll. Läßt man den Faktor C weg, so müssen die 
Faktoren von a^, oc^ einzeln verschwinden, und es kommt: 

(27) f(x) = <p'(x) . 

Andererseits folgt direkt aus (29) für lim Ax^ = , 
lim Ja;., = 0: 

(25) m = <p(oc), 

und umgekehrt werden die Gleichungen (29) unter den Be- 
dingungen (25), (27) und für lunAx^^O, lim/da?2 = erfüllt. 
Man gehe nimmehr einen Schritt weiter; beide Kurven 
sollen sich im Punkte P{x, y) berühren imd überdies noch 
einen Punkt [x+Ax, f{x + Ax)] gemein haben, sodaß: 

(31) f(x)=^<p(x), n^) = <p'{x), f{x + Ax)=^(p{x + Ax). 

Entwickelt man die dritte Relation (31) nach derTaylor- 
schen Reihe bis zu den Gliedern mit f', 99" inkl., so bleibt 
wegen der ersten beiden Relationen (31): 

(32) f\x + '&Ax) = (p'\x + '»^Ax), 
und somit für limzlx = 0: 

(33) nx) = q>"{x). 

Zugleich erkennt man, bei Weiterentwicklung beider 
Seiten von (32) um je ein Glied, daß, wofern nur f"{x)^ 
q)'"{x\ nicht noch ein weiterer Punkt der Kurve ri=<p(x) 
in P hineingerückt sein kann. 

Allgemeiner seien wieder {x-{- Ax^, {x-\-Ax^), (x-\-Ax^) 
drei Punkte der Kurve y^f{x) in der Nähe von P(^, y), 
durch die auch die andere Kurve gehe: 

(34) f{x^Ax^^(p{x + Ax;), (t=l,2,3), 

oder entwickelt: 

f{x) + Axi t\x) + \Ax} f\x + ^iAxi) . 
= (p(x) + Axiq)'{x) -\- i-AxI (p"{x + EiAx^ 



(35) 



0<»>,<1, 0<«.<1,' 



;=i,2, 3 



) 
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Nach zweimaliger Subtraktion folgt unter Benützung 
der Abkürzungen f, <p , /"', <ff , f%., cp'i^: 



(36) 



{Ax, - Ax,) if'- 9>0+ i [^^ {fk - O 
{Ax, - Ax,) (/•'- <pO + i[Axl (f'l - <0 



und hieraus wiederum, durch resp. Multiplikation mit Ax^ 
— idx'3 , AXi—Ax2, und Subtraktion: 

(37) = (Ax, - Ax,) [A xl(/%, - <) -Axl (fl - y.^] 

-{Ax,-A X,) [A xlif'l - <p'i,) -A4(f'A- OJ • 

Setzt man nunmehr wieder Ax^ = ^oc^, Ax^^ ^oio, 
Axg = Coc^9 wo (Xif (X2, «3 verschieden und endlich variabel, 
und limC = 0, spaltet den Faktor f^ ab und geht zur Grenze 
über, so resultiert, für f"r=f^(x), q/'==(p"{x): 

(38) (r- (p'OK^i - ^3) (^? - ^1) - (^1 - ^2) (^? - oii)\ 

und damit: 

(39) /•"= <p" . 

Wendet man jetzt, unter Berücksichtigung von (39) den 
Grenzprozeß \\mz = auf die erste Relation (36) an, so 
ergibt sich: 

(40) (/•'- <p') («1 - «,) = , 
also: 

(41) r=cp', 

endlich, unter Anwendung von (39), (41) auf die erste Re- 
lation (35): 

(42) /•= <p . 

Umgekehrt sind, unter den Bedingungen (39), (41), (42) 
und lim^ = die drei Relationen (35) erfüllt. Man sagt 
dann, daß beide Kurvten an der Stelle P(a;, y) eine Be- 
rührung zweiter Ordnung haben oder sich oskulieren. 
Hierbei ist stillschweigend vorausgesetzt, daß f^\x)^q)^^\x)y 
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dann kaim^ wie die abermalige WeiterentwickloBg von (34) 

um je ein Glied lehrt^ kein weiterer Schnittponkt beider 

Kurven in P hineinrücken. 

Setzt man dies Verfahren fort^ so gelangt man za 

dem Satze: 

m. „Soll eineKurvey = ^(a:) durchnPunkte 
(x-{-Axi)y (x + Ax2)y — , (x + AXn) einer Kurve 
y = f(x) unter der Voraussetzung gehen^ daß 
alle n Punkte der ersten Kurve gegen einen 
und denselben Punkt P{Xy y) konvergieren, 
so ist dazu notwendig und hinreichend^ daß: 

(in) m=ip(x), nx)=<p\x), ..., 

/T«-i)(a;) = 97(«-i)(a;). 

Soll ein weiterer Punkt derart nicht exis- 
tieren, so ist dazu notwendig und hin- 
reichend, daß: 

(Illa) /•(»0(ir)4:^(*0(ir). 

Die beiden Kurven haben alsdann an der 
Stelle P(x,y) eine Berührung (n— 1)*®^ Ord- 
nung." 

Im besonderen kann eine solche Berührung (n— 1)*®^ 
Ordnung auch dadurch erzielt werden, daß man eine Be- 
rührung {n — 2)^^ Ordnung in P als bereits vorhanden an- 
nimmt, und sodann verlangt, daß noch ein weiterer Punkt 
{x-\-Axn) für \imAxn = Q beiden Kurven gemeinsam sei. 

Der Satz III möge nunmehr auf einen, die Kurve y=f(x) 
in P(x,y) oskulierenden Kreis angewandt werden. Danach 
sind in der Kreisgleichung: 

(43) {x- (Ky + (y- ßY- R^ = 

die Konstanten (x^ß,B, so zu bestimmen, daß für beide 
Kurven y{x), i/{x), y"{x) übereinstimmen. 

Um y' und y" aus (43) zu erhalten, hat man zweimal 
nach X zu differenzieren. Die erste Differentiation liefert: 

(44) wi'^,y,y')^{x-oc) + {y~ß)y'=Q, 
die zweite: 

dx dy-^ ' dy"^ ' 
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d. i.: 

(45) (i+y^) + (y-ß)r=o. 

Aus (44) und (45) ergibt sich: 
(46) y_^ = — ^, ^.^^^^^d+y'-.), 

und damit aus (43): 

(47) n^=~^{i+i/^)\ 

das sind aber gerade die Formeln (la), (Ib) für Mittelpunkt 
(ocyß) und Radius It des Krummungskreises. Ersichtlich deckt 
sich die soeben ausgeführte Rechnung mit der dortigen, wo 
der Krümmungsmittelpunkt (oc, ß) als Schnittpunkt zweier 
konsekutiven Normalen erschien. 

Wendet man den Satz III auf eine die Kurve y = f(^) 
in P{x, y) berührende Gerade y=^ax-\-h an, so gelaugt man 
unmittelbar zur Gleichung der Tangente. Soll dagegen die 
Gerade die Kurve oskulieren („Wendetangente" sein), so 
resultiert die Bedingung ^'=0, in Übereinstimmung mit 
S. 222. 

Soll endlich der Krümmungskreis der Kurve y = f(x) an 
der Stelle P{Xy y) mit der Kurve daselbst eine Berührung 
3. Ordnung eingehen (sie „hyperoskulieren"), so ist (45) 
nochmals zu differenzieren: 

(48) 22/y'+ 2/y'+ (y - i8)r= . 

Dies liefert in Verbindung mit (45) das Kriterium: 

(49) 32/^2 _y//(l+y2)_o. 



§ 19. Der Krümmungskreis bei Polarkoordinaten. 

Indem wir von der Definition des Krümmungsradius 
(§ 18, (11)) ausgehen: 

(1) +R = ^, 
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denken wir uns cp als unabhängige Variable, also als Glei- 
chung der Kurve (cf. § 17, (I)): 

(2) r = F{^), 
dann nimmt (1) die Gestalt an: 

/r»x ^ äs dx , , 

(3) +1?=:-—:-- =5':t'. 

-^ a(p d(p 

ds 
Der Zähler 5^= -^ — bestimmt sich gemäß § 11, (I")^ für 

d(p ' 

(4) s'=-3^ = }V2 + r'2, 

wo die Quadratwurzel positiv^ oder negativ zu nehmen ist, 

je nachdem s (oder auch x) bei wachsendem tp zu- oder 

abnimmt. 

dr 
Um den Nenner -= — von (3) in r und w auszudrücken, 

erinnere man sich an die zwischen den Winkeln x, cp, ju, be- 
stehende Relation (§ 17, (2)): 

(5) x = (p-{- ju resp. x = (p-\- ju — n, 
woraus, für t'=- -, ju^=-j— folgt: 

(6) x^==l+ju\ 

T 

Nun war ^i bestimmt durch (§ 17, (I)): tg/i= , , d. i.: 

(7) ;i = arctg^, 

1 r^i — rr^' 
mithin wird u'= -• tv , oder: 

und somit, gemäß (6): 
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Die Formeln (3), (4), (9) liefern daher für JR den Ausdruck: 

(r2 + r'2)T 



(I) R = 



r2 + 2/2_/.r' 



//^ 



wo man das Vorzeichen der Quadratwurzel gemäß (4) und 

düo 
S. 224 negativ oder positiv nehmen wird, je nachdem j-*) 

positiv oder negativ ist. Die Formel (I) läßt sich auch 
direkt aus der früheren in rechtwinkligen Koordinaten (§ 18, 

(Ia))füry=^, <=-?f: 

(10) J? = ^,(l+y='# 

ableiten, wenn man statt x, y die Polarkoordinaten r , q) einführt. 
Es war nach § 17, (4): 

,. . dy dy dx r cos9? + ^sin9P 

^ ' dx dq) ' dq) r'cos9P — r sin^?^ 

somit kommt, da 

(/ cos 9? — r sin9?)2 -f- (r cos 99 + r' sin9?)2 = r^ -f r'^ : 

(12) yr+72=^y,^+7-2, 

dq) 
in Übereinstimmung mit (4), da 

ds ,^ ^^ _... ds dx 



yi+r = -^-(§ll,(21)) = ^:^. 

Ferner hat man: 

(13) ^'=^ = ^:4^. 

dx dq) dq) 



dx 
*) Da nach § 17, (4) und (F), ,— = — rsinr/? -j-r'cos?? 

I dx 

= + ]'r^ -\- r'* cos {^p-^- 1^), so ist , zugleich mit cos (9? + /O positiv 

resp. negativ. '' 
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Aus (11) ergibt sich durch Differentiieren nach 9?, nach 
leichter Rechnung: 



und damit: 

(15) y''=^r^ + 2f'^-rr''II^^J. 

Die Substitution der Werte von yT+Z^ und y" aus (12) 
und (15) in (10) fuhrt unmittelbar zur Formel (I), und zwar 
wegen (12) und S. 224 mit der nämlichen Vorzeichenregel. 

Nach § 18, S. 226 war y"= die Differentialgleichung 
der geraden Linien in rechtwinkligen Koordinaten, demnach 
lautet gemäß (15) diese Differentialgleichung in Polar- 
koordinaten*) : 

(16) r2 + 2r'2_rr" = 0. 

Wie ursprünglich der Krümmungsradius R in unmittel- 
barer Beziehung stand zu zwei konsekutiven Kurventangenten 
resp. Normalen, so wird auch zwischen R und den beiden Loten, 
die sich vom Pole auf zwei konsekutive Tangenten fallen 
lassen, eine engere Verwandtschaft bestehen, oder auch, wenn 
l die Länge des Lotes von auf die Kurventangente im 

Punkte P{r, <p) bedeutet, zwischen R und -7— resp. -^ . 

Man gelangt zu dieser Beziehung einmal direkt von (7) aus, 
unter Benutzung der Formeln (§ 17, (P)): 

(17) 8in/i = — , cos/i = 



yy2 _j_ ^2 y^2 1|_ /2 

Aus (3), (4) und (6) erhält man: 
,.8) l=A±£l= U + ^=, 

JX yy-2_[_/2 y|.2^y/2 yy2^/2 



'*') Die Gleichung (16) läBt sich auch direkt aus der Gleichung 
einer Geraden in Polarkoordinaten ableiten. Die Ableitung wird 
am durchsichtigsten, wenn man den reziproken Radiusvektor ein- 
ftlhrt, 8. u. bei (160. 
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oder nach MultiplikatioD mit r, unter Heranziehung von (17): 

r . dji d(p . ^ d/M d(rsin/j) 

(19) ^pr==sui)W+^cosjM-v — 7^ = 8inu4-rcosu-^= :; — ^-^. 

jB '^ ^ dq) dr ^ ^ dr dr 

Nun ist rsin/i die Länge des Lotes l, wodurch (19) 
übergeht in die „Euler sehe Formel": 

die sich auch^ analog zur Darstellung des § 18, (II') in der 
Form schreiben läßt: 

d\r^ 



(Ib) B = 



dl 



Umgekehrt wäre man zu (la) auch durch Büdung von 
dl dl . , 

Eine weitere, für viele Anwendungen geeignete Gestalt 
gewinnt man für JJ, wenn man statt r den reziproken Wert 

Q = — als abhängige Variable einfuhrt. Es ist: 

(20) e'=-^,, -e"=-- -,« • 

Dividiert man demnach Zähler und Nenner von JR in 
(I) mit r^, so erhält man: 

Das Verschwinden des Nenners: 

(21) Q + q''=0 

wird somit wiederum alle Geraden der Ebene darstellen. 
Dies läßt sich direkt bestätigen. 

Die Gleichung einer Geraden in rechtwinkligen Koordi- 
naten ist ax + hy^'C, also, da a; = rcos9?, y = r9Ui(p, in 
Polarkoordinaten : 

(22) — = cQ = a cosq? + b sm<p , 

T 

woraus sofort folgt: 

(23) c^"= — (a C08<^ + b sin 9?), 
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und damit (21). Führt man in (21) wieder rückwärts 

r = — gemäß (20) ein, so entsteht (16). 

Umgekehrt läßt sich (21) leicht integrieren. 
Schreibt man (21) in der Gestalt: 

(24) 2e'e"= — 2Qe', 

so liefert die erste Integration: 

und die zweite § 2, (7): 

(26) (p — (pQ = aTcsmy^jy Q = ]csm{(p — (po)= ^ ^ , 

d. i. aber (22). Für limc = ergeben sich die Geraden 
durch den Pol. 

§ 20. Aufgaben über den Krümmungsradius. 

Aus den Fundamentalformeln (VII), (la) der §§ 15, 18 
für rechtwinkelige Koordinaten: 

(1) igT = y', E = ±(l+y'2)l 

folgt der dem Satze des § 16, (11) zur Seite stehende Satz: 

I. „Jedes mathematische Gesetz zwischen 
der Lage eines Kurvenpunktes, der Richtung 
seiner Tangente, und der Stärke der Krüm- 
mung daselbst führt zu einer Differential- 
gleichung 2. Ordnung: 

(I) (^, 2/, y, yO = 

und umgekehrt." 

Denn sobald man in (I) y"=— — -t^—^f y=tgT setzt, 

entsteht eine Selation zwischen x, y, r und iJ. 

Vergleicht man den Ausdruck für iJ in (1) mit dem 
für die Kurvennormale (§ 16, (Ic)): 

(2) w = yyi+y^. 
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wo die Quadratwurzel positiv zu nehmen war, so gelangt 
man zu einfachen Differentialgleichungen (I), wenn R einer 
ungeraden Potenz von n proportional angenommen wird, da 
alsdann die Irrationalität herausfällt 

A. Für welche Kurven ist JJ mit w proportional? 
Soll 
(3) n = -xR 



sein, so ei^bt sich nach Hebung des Faktors +^1+^ (dessen 
Verschwinden keine reelle Kurve liefern würde s. § 16, 
S. 192 Anm.) und Herauf multiplikation mit y": 

(4) r/'-^a+i/')' 

Sei y^=p, also y^'==p' = ^, so nimmt (4) die Gestalt 

einer Differentialgleichung 1. Ordnung in p an: 

p^ X 



(5) 



1+iJ« y 



Hier wird man y als unabhängige Variable einfuhren, 
also setzen: 

^^' ^ dy dx ^dy' 

dann geht (5') nach Multiplikation mit 2 über in: 

^' 1+^2 y' 

Links steht im Zähler die Ableitung des Nenners 1 ■\-p'^ 
nach y, somit liefert einmalige Integration, für y als eine 
willkürliche Konstante: 

(8) ^'rP^ = [^T' 

oder, nach — = -t— auf gelost: 
P dy ^ 

(9) ^"^ ^ 



dy 



nr~ 



W. Fr. Meyer, Integralrechnung. 16 
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Die zweite Integration liefert daher, für Xq als eine 
weitere Integrationskonstante : 

(A) X — ^0 = 



y{f)- 



Man nennt die durch (A) dargestellten Kurven, für die 

also I{ mit n proportional ist, Ribaucoursche Kurven. 

Wir begnügen uns hier mit der Ausführung der Fälle 

x = ±l, ±2. 

(10) a:-x, = l /f^ |.._,^.. 

j r/--r 

Quadrieiii man, so resultiert: 

d. i die 002 Schar*) der Kreise mit willkürlichem Radius (y), 
deren Mittelpunkt auf der o;- Achse eine beliebige Lage (Xq) 
besitzt. Umgekehrt ist evident, daß für alle diese Kreise 
li gleich n, d. i. gleich dem Radius ist. Die Bedeutung 
des negativen Vorzeichens von x liegt darin, daß Krümmungs- 
radius und Normale in dieselbe Richtung fallen. In der 
Tat ist für die obere Kreishälfte i/ positiv, y" negativ. 
Ximmt man die Quadratwurzel, wie aus der Ableitung 
hervorgeht, in JB und n mit verschiedenem Vorzeichen, so lehren 
(1) und (2), daß E und n gleichnamig werden. Für die 
untere Kreishälfte ändern nur j/ und /' zugleich ihr Zeichen. 

A^. x = + l: 

(11) "''-"-[-, ^''-=i{y+W^), 

y J ]'tß-f' 

wie in § 2, (23) gezeigt. Wie dort, iuhrt die Umkehrung zu: 

(A,) ^=e •/ +e y , 

y 



*) Man versteht unter einer oo»- Schar von Gebilden eine 
von n willkürlichen, voneinander unabhängigen Parametern ab- 
hängende. 



jine 



(jie 
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i. e. die oo^ Schar von Kettenlinien mit fester Achse (als 
o;- Achse), aber willkürlicher Lage {x^ , y) des Scheitels. Die 
Konstruktion des Krümmungsmittelpunktes der Kettenlinie 
ist damit von selbst erledigt. Die Richtung von R ist der 
von n entgegengesetzt; in der Tat sind jetzt y und i/" gleich- 
namig, nämlich positiv bei positivem y, negativ bei nega- 
tivem y. 

(12) x-x,= f-^^2iy f-ß^.^ = 2fyiy--y, 
oder nach Quadrierung: 

(As) y = (l^ + y. 

Schreibt man p statt 2y, so wird (A3): 

nach § 16, (44) die Gleichung der oo^ Schar von Parabeln mit 
der ic- Achse als fester Direktrix, aber willkürlicher Lage 




äJq, ~J des Scheitels. 



•• 

Über das Vorzeichen von R und n gilt dasselbe, wie 
bei A2. 



(13) X — X^ 



-/"^K^. 



Das Integral rechterhand ist in § 14, (IV) ermittelt 
worden; schreibt man 2a statt y , so kommt: 

(A4) x — XQ = a((p-^Qmq?)y y^a{l—co8(p), 

d. i. die oo^ Schar von Zykloiden mit der ic-Achse als 
Achse, die durch irgend einen Punkt eines Kreises mit 
beliebigem Eadius (a) erzeugt werden, der auf ic- Achse 
entlang rollt. 

16* 
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Hier ist y positiv, ^' negativ, resp. umgekehrt^ womit 
das negative Vorzeichen von x erklärt ist. 

Paßt man die Fälle (Aj) bis (A4) zusammen, so erkennt 
man^ daß der Kreis, die Kettenlinie, die Parabel und die 
Zykloide die gemeinsame Eigenschaft besitzen, daß ihr 
Krümmungsradius proportional der bis zu einer gewissen 
Achse gerechneten Normale ist. 

B. Für welche Kurven ist R proportional mit w^? 
Die Forderung —xR = n^ reduziert sich auf: 

(14) 2^' =^3- 

clti 
Wie oben nehme man y als unabhängige, p = y'=~j 

als abhängige Variable, so erhält (14) die Grestalt: 



l yV 



(15) 2p-^=- oder ^^^^^-^L-. 

dy y^ ^ dy dy 

Die erste Integration liefert, wenn man die willkür- 
liche Konstante mit — bezeichnet: 

y 

(16) p.=^.^_^ + l, 
oder: 

(17) ^"^ y 



dy 



Die zweite Integration ergibt: 



(18) ^-^o = y|/~~«, 

mithin^ wenn man quadriert, als allgemeine Lösung der 
Aufgabe : 

(B) {oc-x^y-yy^=^-xyK 

Die Gleichung (B) stellt eine oo^ Schar von ähnlichen 
und ähnlich gelegenen Kegelschnitten dar (s. § 16, B.), deren 
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Mittelpunkt eine beliebige Lage (Xq) auf der a;-Achse be- 
sitzt. Man unterscheide zwei Hauptfälle (Bi), (Bg), je nach- 

dem x = — ^ positiv oder negativ ist. 



Bj. X positiv =i)2: 

(Xj-Xq)^ f 



(BO - ^^^^^^ + -L = 1 • 



(^2) — r^-^ :;:^ == ^ • 



Soll ein reeller Kegelschnitt resultieren, ist y positiv 
anzunehmen. 

Der Vergleich mit der Mittelpunktsgleichung: 

n Q^ ^^^ (^ — ^0)^ 
(ly) «-2 p 1 

lehrt, daß (B^) Hyperbeln sind, mit der ;^'-Achse als Neben- 
achse, und — = £2_. 1=-, = t)2^ 

Bg. ;« negativ, = — ^92; 

p2y2 p2y 

Für positives y vergleiche man mit: 

so daß (Bg) Hyperbeln darstellt, mit der or-Achse als 
Hauptachse, und y = -^—^ = y, -^^p'^ 
Ist dagegen y negativ, =^ — yi- 

so liegen oflFenbar Ellipsen vor. Je nachdem yi>l oder 
<1, fällt die :r- Achse in die Richtung der Haupt- resp. 

Nebenachse, und es ist t7. = 3 i = 7i> o=i^"> resp. 

62 «4 



1 
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In allen Fällen sind e und Xq die beiden willkürlichen 
Konstanten; ist n auf die Nebenachse bezogen^ so hat man 

p^ = -^2 ~ i ^ ^ ^^* dagegen n auf die Hauptachse bezogen, 

so wird «'=—„= — >« d. h. p = i/—x ist der Parameter der 

Kegelschnitte. Durch geeigneten Grenzübergang gewinnt 
man auch die Parabel. Es genüge, von der EUipse (BJ) 
auszugehen. Läßt man die Konstante yi = — y für yi > 1 
über alle Grenzen wachsen (d. h. e gegen 1 konvergieren), 
so gilt das Nämliche auch von den Halbachsen a=jpyi, 

h—p^y^j während der Parameter p^'^—x fest bleibt. 
Dann gehen aber die Ellipsen (BJ) in eine oo^ Schar von 
kongruenten Parabeln über, mit der a;- Achse als Achse, 

festem Parameter p = '^ — Xy aber beliebiger Lage des 
Scheitelpunktes. 

Umgekehrt mögen jetzt die Ergebnisse an der gemein- 
samen Scheitelgleichung der Kegelschnitte verifiziert werden ; 
eine einfache Konstruktion des Krümmungsradius schließt 
sich von selbst an. Indem wir uns auf den Fall der ic- Achse 
als Hauptachse beschränken, und die Konstante Xq so ge- 
wählt denken, daß der Scheitel der Anfangspunkt wird, 
gehen wir aus von: 

(19) y^^2px + qx'^, 

wo ]} wiedermii der feste Parameter ist; q ist bei der El- 
fe'^ ft2 
lipse = — -, bei der Hyperbel = + — , bei der Parabel =0, 

also in allen drei Fällen: 

(20) l + q==eK 

Einmalige Diiferentiation von (19) nach x liefert: 

(21) yi/^^p + qxy 

also: 

(22) w« = y^- + «/2 ?/2 = 2px + qx'^ +p^- + 2p qx + q'^-x^- 

Nochmalige Differentiation von (21) führt zu: 

(23) ytf+t/' = qy y^tf-qy^-y^r^^-p''' 
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Hieraus geht in der Tat hervor, daß (bei negativer 
Wurzel) : 



(24) 



d. i. aber unsere ursprüngliche Forderung (14). 

Um also den KrümmuDgsmittelpunkt des Kurvenpunktes P 
zu konstruieren (s. Fig. 21), hat raan auf der Normale von P 



n n 



aus (nach der konkaven Seite) die Länge w • " — abzutragen. 

Der Quotient — ist darstellbar als Kosinus eines Winkels 

n 



CO 




Fig. 21. 



in einem rechtwinkligen Dreieck mit der anliegenden Ka- 
thete p und der Hypotenuse n. Dieser Winkel co läßt sich 
aber auch direkt in die Figur eintragen. Die Polargleichung 
der Kegelschnitte ist (§ 17, (13)): 



(25) 



1 — € COS (p ' 

Der Winkel /u zwischen Tangente und Brennstrahl be- 
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T 

stimmt sich gemäß § 17, (I) aus tg/i = — . Hieraus folgt durch 

einfache Rechnung : 

(26) sinii= ,_ ^:. ^ = -, 

yi>2 + £2 2^2 n 

d. h. (o ist das Komplement von /i, oder der Winkel zwischen 
Brennstrahl und Normale. Ist also F ein Brennpunkt, so 
errichte man auf der Normale von P, in ihrem Schnittpunkt 
mit der großen Achse, eine Senkrechte, die den verlängerten 
Brennstrahl PJF in Q treflFe, auf dem letzteren in Q aber- 
mals eine Senkrechte; der Schnittpunkt dieser mit der Nor- 
malen ist der Krümmungsmittelpunkt Jf. 



In manchen Fällen läßt sich die einer vorgegebenen 
Eigenschaft des Krümmungsradius entsprechende Differential- 
gleichui^ 2. Ordnung mit elementaren Mitteln nur einmal 
integrieren, aber man gelangt so wenigstens zu einer Eigen- 
schaft der Tangente, die mit der Krümmungseigenschaft 
äquivalent ist. Als Beispiel diene die Aufgabe: 

C. Der Krümmungsradius JS soll umgekehrt proportional 

der Normalen n sein, i? = . 

n 

Man erhält: 
(27) ^^,Al+2/'^J— ^. 

oder, für y=jp, f=p-^: 

(29) l^^ + e^^fj^^- 

Um das Integral auszuwerten, führe man vermöge: 

(30) p = tgT 

den Winkel t der Tangente mit der .r- Achse als neue 
Variable ein. 



§ 20. Aufgaben über den Krümmungsradius. 249 

Da: 

dp 1 1 .. 

dx C0s2t' l+tg2T ' 

SO wird: 

(31) 2/'-^^, = 2/'^-«^^-^^r = f2«in.cosrdr 

= / sin(2T)c?T = — ^cos2r = — Kcos^t — sin^r) 

Somit geht (29), wenn y^ eine andere willkürliche Kon- 
stante bezeichnet, über in: 

(32) TTf^=-'(y*±^o)- 

1 dx 
Die Auflösung nach — = — und abermalige Integration 

ergibt: 




(C) x-Xo= I 1/ .^ (iy. 

Das Integral ist ein „elliptisches" (s. Abschnitt IV), das 
durch elementare Funktionen nicht ausdrückbar ist. Geht 
man aber zu (31) zurück, so erhält man für die gesuchten 
Kurven die Eigenschaft: 

(C) eos2T = --{f±y^, 

die sich geometrisch leicht interpretieren läßt. 

Bei einer allgemeineren Klasse von Aufgaben fragt man 
nicht mehr nach einer elementaren Auswertung der Integrale, 
sondern ob überhaupt die allgemeine Lösung der vorgelegten 
Differentialgleichung durch zwei Integrale, oder wie man 
sagt, durch zwei „Quadraturen" darstellbar ist. 
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D. Der Krümmungsradius sei eine beliebig gegebene 
Funktion von x allein. 
Man schreibe: 

(33) \ = -v{x), 

und berücksichtige, daß gemäß § 18, (11^) -j- als Ableitung 
einer Funktion nach x erschien: 

Somit liefert die erste Integration: 
(35) sinr ^j(p (x) dx= (x) . 

Hieraus folgt weiter, da sinT= ^ — 



yi +tgH fi+i^'' 

durch zweite Integration*): 

yiZ0^ 



(D) y-(-^^-=ß^' 



Analog ist die Aufgabe zu behandeln, wo It eine Funk- 
tion von y allein ist. Denn vertauscht man in (34) die 
a?- Achse mit der y- Achse, so tritt an Stelle von r sein Kom- 
plement, und es wird: 

1 (icOST 

wo noch das Vorzeichen zu bestimmen ist. Nun ist: 

rfcosT dQO^xdx . dt 1 dt dsinr 

dy dx dy dx tgr dx dx 

Somit gut: 

.^ . 1 ^ dsinr dfcosr 

^ ^ R^~~d^^~df ' 

Man erhält, wie oben, wenn - =^(p(y)y 
(38) cosT =l<p(if)dy = 0(2f), 

*) Die beiden willkürlichen Konstanten sind in den un- 
bestimmten Integralen (35) und (D) implizite enthalten. 
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und, da cosr = -=^_^, die zu (D) parallele Formel: 

j ii^^' 

Hieran werde die entsprechende Aufgabe in Polar- 
koordinaten angeschlossen. 

E. Der Krümmungsradius R sei eine Funktion von r 
allein: 

(39) ^ = F(g) , 

wo Q = - . Nach § 19, (Ic) war, für p'=^, Q"=-ß-: 

(40) 1 QHß+f) 
oder auch: 

(41) e' 1 q'(q+q") l 1 



Daher nimmt die Forderung (39) die Form an: 



Quadriert man und löst nach ~- = — ,- auf, so konmit: 

dg Q 

(43) ^^ ^ 



dQ yi - ^2 ji 

und damit: 

(E) ^; ^ ^^^ 



7 7t^ 



^2J2 



Um auch eine Anwendung der Formeln (§ 17, (IIc), 
§19, (I)) zu geben, werde die Aufgabe behandelt: 



*) Ein instruktives Beispiel hierzu bildet die Aufgabe : R soll 
einer Potenz von r proportional sein, Ä = xr». Für n = 1, 2 ge- 
langt man zu elementaren Integralen. An Stelle der Methode 
des Textes kann man auch mit Vorteil von der Euler sehen 
Formel (§ 19, (la)) ausgehen. 
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F. Für welche Kurven ist der Krümmungsradius R gleich 
der Polamormalen w? 
Die Forderung wird: 

(44) r2 + r"^ = r^ + 2/^2 — rr^', 

oder 

r r 

Die erste Integration ergibt: 

(46) ?/=Zcr, /=cr, §"=-, 

dr CT 

und die zweite: 

(F) ;r = c(99 — 9?o) oder auch r^a&'f , 

Die Kurven {F) sind nach § 14, (E) die oo^Schar von 
logarithmischen Spiralen mit beliebigem Parameter und 
Dreh Winkel. 
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Der Ort der Krümmungsmittelpunkte (a, ß) einer Kurve 
ij = f(x) heißt die Evolute der letzteren, die ursprüngliche 
Kurve die Evolvente ihrer Evolute. 

Die Evolute wird direkt durch die Gleichungen (§ 18, (I)): 

(1) x-x^'^,{i+r'), /•(^)-/s=-^(i+r^) 

dargestellt, indem a, ^ als Funktionen des Parameters x er- 
scheinen. Stellt man daher umgekehrt die Gleichung der 
Tangente eines Punktes [x) der Evolute (1) auf, so muß die- 
selbe mit der Gleichung der Normale des Punktes [x) der 
ursprünglichen Kurve f/'=f{x) zusammenfallen. Es genügt 
zu zeigen, daß die Tangente von (1) auf der entsprechenden 
Tangente von y = f{x) senkrecht steht. Durch Differentiation 
von (1) nach x kommt: 

,2) -«-_y[^+(i±|C)], ,=.y+(^)', 

mithin: 
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(3) 



(X' 



doc 



-tf, 



ß' dß 

wie es sein muß.*) 

Um die nähere Beziehung der Kurve zu ihrer Evolute 
zu ermitteln, gehen wir, wie in § 11, von einem Sehnen- 
polygon 1,2,3,4,... aus. Es sollen (s. Fig. 22) die Mittel- 
lote der Sehnen 12,23,34,... er- 
richtet werden; je zwei aufeinander- 
folgende Mittellote mögen sich in 
den Punkten lyll,.., treffen, das 
von letzteren als Ecken gebildete 
Polygon heiße das Evoluten- 
polygon des gegebenen. Die 
(gleiche) Länge B^ der beiden 
ersten Mittellote, gerechnet bis zum 
Schnittpunkte J, ist der Eadius des 
durch 1, 2, 3 gehenden Kreises 
(1, 2, 3). Für ^ als Badius des 
Kreises (2,3,4) wird die Länge 

Ao^ der Strecke 1, II . gleich 

i?2 — -Ri • Dreht man B^ um den Fig. 22. 

Punkt I aus der Lage des ersten 

Mittellotes in die Lage üg des zweiten, so hat dabei B^ 

um das Stück J(Ti=jR2— ^1 zugenommen. Fährt man so 

fort, so ergeben sich für Ao^^IIylll, Ao^=^IIIyIV usw. 

nacheinander die Sektionen: 




Aoi==B2 — i?i, Aa2 = Bs—B2f ...; 
und hieraus durch Summierung: 

(4) J;ja, = i?«+i-iZi. 



Aan = Bn^l — Bnj 



Läßt man nunmehr die Punkte 1,2,3,4 einander be- 
liebig nahe rücken, so geht die Eelation (4) über in: 

(5) a — ao = J2 — jRo, 



*) Die Evolvente ist also eine orthogonale Trajektorie der 
Tangenten der Evolute. Von diesem Gesichtspunkt aus ist die 
Gleichung der Evolventen bei gegeben gedachter Evolute bereits 

in § 16, Pjj^^ aufgestellt worden (vgl. S. 254). Die Bogeneigenschaft 

(5) der Evolute erschien daselbst in anderer Beleuchtung. 
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WO Bot R die Krümmungsradien von irgend zwei Punkten 
PofP der gegebenen Kurve C bedeuten, o — Oq die Länge 
des Evolutenbogens zwischen den beiden Endpunkten IIq , Hy 
den zu Pq, P gehörigen Krümmungsmittelpunkten. Der oben 
angegebene Drehungsprozeß, in Verbindung mit dem Grenz- 
übergange liefert folgende mechanische Erzeugung der ur- 
sprünglichen Kurve C aus ihrer Evolute U: 

„Spannt man um einen Bogen (11^,11) der Evolute JE 
mittels eines Stiftes einen Faden, dessen freies Ende im 
Beginn von ZTq bis zum zugehörigen Punkte Pq von C reiche, 
so beschreibt der Stift bei der Abwickelung des Fadens vom 
Bogen (IIq , U) gerade den zugehörigen Bogen (Pq, P) von C7." 
„Die Länge irgend eiaes Bogens von J5 ist gleich der Diffe- 
renz der zu den beiden Endpunkten gehörigen Krümmungs- 
radien von C" Daher rechtfertigt sich der Ausdruck „Evol- 
vente" für C: der Stift besorgt vermöge der Spannung des 
Fadens das Abrollen (evolvere)*) des Evolutenbogens. Da die 
Länge des freien Endes beliebig gewählt werden kann, ge- 
hören zu einer gegebenen Evolute E noch (»i Evolventen C; 
jede dieser Evolventen durchsetzt die Tangenten von E senk- 
recht und wird daher eine „orthogonale Trajektorie" der Tan- 
genten von JE genannt. Da auch umgekehrt, wie sich in § 16, P^ 
zeigte, von der c»i Schar der orthogonalen Trajektorien der 
Tangenten von E durch jeden Punkt Pq der Ebene nur eine 
Kurve hindurchgeht, so decken sich die Begriffe „Evolvente O' 
und „orthogonale Trajektorie C der Tangenten von jB." 

Die Richtigkeit der Formel (5) möge noch direkt ana- 
lytisch nachgewiesen werden. Auf Grund der Formel § 11, (I), 
angewandt auf die Gleichung (1) der Evolute JE?, kommt: 



X 



(6) o--OQ==ji(K"^ + pdx. 



Xq 



Aus (2) ergibt sich: 

(7) i^^M=r = [/+ p-yf")] /i+ y" ' 

Andererseits erhält man gemäß der Formel (§ 18, (la)) 

für B'=~: 
ax 



♦) „evolvere filum" bedeutet ;;einen Faden abspinnen'^ 
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(8) E'=(yr+7i.^/y 

Somit geht (6) in der Tat über in: 
(9) o-Go^^jB'dx^R-RQ. 



Xq 



Liegt die Kurve C nebst ihrer Evolute E gezeichnet 
vor, so läßt letztere oflFenbar den Verlauf der Änderung der 
Krümmung von C mit einem Male übersehen. / 

Für einige wichtige Kurven soll die Evolute durch 
Rechnung auf Grund von (1) bestimmt werden. 

A. Parabel. 

Wegen der einfachen Eigenschaft von R in bezug auf 
die Direktrix (§ 20, (Ag)) wähle man letztere als rc- Achse: 

Hieraus ergibt sich: 

nu ,/ ^ ,/' 1 1+?/" *!±^ . A+y" ^ ^'+p' 

(11) /=-, y=^^, _^=.__, y__=_.___, 

also, mit £.üüksicht auf (1): 

(12) a=^x\l -,-)—-,, ß- 2p ' 

oder : 

(120 x^ = -ocp^, ^'=p{iß-p)-(ß-i-PnP' 

Kubiert man die zweite Gleichung, quadriert die erste, 
und subtrahiert, so entsteht als Gleichung der Evolute: 

(A) poc'-^Aß-iPY- 

Setzt man oc = i, ß — -ip = '^y so nimmt ( A) die Ge- 
stalt an: 

(A') -fP^' = v'^> 
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d. i. die Gleichung einer „Neilschen ParabeF' (s. § 15, B.), 
die im Punkte ^ = 0, f = 0, d. i für ß = ^p eine Spitze, 
mit der Parabelachse als Tangente, besitzt. Dieser Punkt 
liegt auf der Parabelachse so, daß die Strecke zwischen ihm 
und dem Scheitel vom Brennpunkt halbiert wird (s. Fig. 23). 




Fig. 23. 



B. Ellipse und Hyperbel. 

Man gehe von der Mittelpunktsgleichung aus. Es ge- 
nügt, die Ellipse zu behandeln, da der Fall der Hyperbel 
durch Vertauschung von b^ mit — 6^ daraus hervorgeht: 



(13) 






a' 



ft« 



«2 



(14) 



Hieraus folgt, für e^ = a^ — b^: 



&2 



a- 



, !/'- 



62a;2 



yy"' — I. 
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a- — X' 
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Somit ergibt sich för die Koordinaten ä, ß eines Punktes 
der Evolute: 

(15) ^=y+^=^l--^,^)=^(a.^-a3) = — I-, 









Hieraus erhält man umgekehrt ^, — : 



(16) 



1 
6 



ft ' a 

3/ 



f^fe ^ _i A^ 




Fig. 24 a. 

Mithin wird auf Grund von (14) die Gleichung der 
Ellipsenevolute: 

und durch Vertauschung von h^ mit — b^ die der Hyperbel- 
evolute: 

(B,) l7i?-V'£?-l (.■-.'+6-)-). 



♦) Die Kurvengleichungen (BJ, (B^) lassen sich übersicht- 
licher jeweils mittels eines Hilfswinkels <p darstellen. Da stets 

W. Fr. Meyer, Integralrechnung. 17 
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Die, „Astroide" genannte Kurve (B^) ist von der 6. Ord- 
nung, und besitzt sowohl auf der x- wie auf der y-Achse 
zwei Spitzen; die Kurve (Bg) besitzt nur auf der a?-Achse 
zwei Spitzen (s. Fig. 24a, b; vgl. § 15, D«, D/?). 




Fig. 24 b. 

C. Zykloide (§ 12, HI.): 

(17) X = a{(p — sin 99) , y = a(l — COS99) = 2a sin^-^ . 
Man hat (I. c): 

4a sm^!^ 



sin^J 



-^- = — 2a(l— cos<p), y' --/ ^ = — 2asina7 

.'/ y 

Somit kommt für die Evolute: 

(19) Ä = ic + 2a sin99 == afg? 4- sin 99) , 

ß = y~ 2a(l — COS99) = — a(l — COS9?) . 



cos^o' + sin* 7 = 1 j o — tg*7' = 1 , so darf man setzen : 

cos^9^ 



(Bi) 
(Bi) 



a i> 



oc = ■ — 



1 



a oos'9' 



/? = ytgV. 



Hieraus läßt sich auch leicht die Gestalt der Kurven entnehmen. 
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Führt man hier den Winkel 'ip = (p-\-ji ein, so geht 
(19) über in: 

f ß + 2a = a(l-costp), 

\ (X-\- an = a{xp — siwxp) . 

Die Evolute ist wieder eine (zur ursprünglichen kon- 
gruente) Zykloide, nur daß die x- resp. ^-Achse um an 
resp. 2 a gegen die alten parallel mit sich verschoben sind 




Fig. 25. 



(s. Fig. 25). Geht man umgekehrt von der letzteren Kurve, 
als Evolute aus, so gelangt man auf Grund der Fonnel 
§16, (P^*^, in Verbindung mit der Bogenformel (§ 12, (HI)) 
zur Evolvente (17) zurück. 



§ 22. Der Krümmangsradins einer BaamkurTe. 

Als erste Analogie zum Krümmungsradius einer ebenen 
Kurve (§ 18) bietet sich folgende dar. Die Raumkurve sei, 
wie in § 11, (16), in rechtwinkligen Koordinaten dargestellt 
durch: 



(1) 



X 



<p{s)y y=wiß), ^ = x{s)- 



Für das Folgende empfiehlt es sich, als Parameter s 
den von einem beliebig, aber fest gewählten Ausgangspunkt P^ 
aus bis zu einem Punkte P[x,yyZ) gerechneten Bogen zu 
nehmen. 

17* 
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Dann sind nach § 15, (14): 

dx j dy , dz 



(2) ir'=-;^^ = COSTa;, 'i/ = -^ = QO^Xy y J3' = -^^ = COSTg 



die Kosinus der Winkel Tx,Ty, tg, die die (im Sinne des 
wachsenden Bogens gerichtete) Tangente des Kurven- 
punktes P(s) mit . den positiven Koordinatenachsen bUdet. 
Zwischen den Ableitungen (2) bestehen daher die Relationen: 

Ist Q{s-{-As) ein zweiter, in der Nähe von P(s) liegender 
Kurvenpunkt, so wird man, wie in der Ebene, das Bogen- 
stück As = (P, Q) vergleichen mit dem Winkel Aco der 
beiden Tangenten in P, Q, und für den Krümmungsradius JR 
den Ansatz machen: 

(I) R = lim 4^ . 

A8=oAco 

Um die eindeutige Existenz des Grenzwertes (I) zu 
zeigen, gehe man aus von der bekannten Formel (s. diese 
Sammlung, Bd. IX, § 4): 

(4) coscü = oc(Xi + ßßi + 771 

für den Winkel co zweier Geraden mit den Richtungskosinus 
(a,ß,y), (^i,Ä>n). .üa oi^ + ß2 + y2^ocl + ßl + yl^l, 
läßt sich (4) auch in die Gestalt setzen: 

(5) 2(l-cosco)=^{2^m'^y=={oc,-ocy+(ß,-~ßy+(y,-yY 

= (Accy + (Aß)^ + {Ayy, 

wo A(X,Aß,Ay die Unterschiede oc^ — oc , ß^ — ß, y^^^-y be- 
zeichnen. 

Somit erhält man, wegen (2), fiir den Winkel Ao) der 
Tangenten in P, ^: 

(6) {28m^J^(Aaf)^- + {dy')^ + (A/)\ 

oder nach Division mit {As^: 
/ . A(o\^ / . Aco\^ 
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Geht man jetzt zur Grenze lim As = über, so entsteht 

. Aoj 

sin— -— , , 

2 dixf 

aus (7), da nach Diffr. § 5, (I) lim — -: = 1 , f är ic" = -r- usw., 

Aco = o Aco as 



und gemäß (I): 



1 ,. A(o 



(la) ^ =^^^r- =y^"2 + y'/2 + //2 ^ 

WO das Vorzeichen der Wurzel vorbehalten bleibt. 

Die nämliche Überlegung hätte im Falle einer ebeoen 
Kurve die verkürzte Formel geliefert: 

(8) i= lim 4^ =y^'M-F^ 

Die Richtigkeit dieser Formel läßt sich aber auch so 
einsehen. 

Für T als Winkel der Tangente gegen die :r- Achse ist 
Ar = Aco, und: 

, dx j äy , 

(9) ir'=— — = cosT, w'=-^ = 8mr. 
^ ^ ds ^ '^ ds 

Nun ist: 

(10) (4^) = (t'Y = 1^2(00827 + sin2T) - (T'sinr)^ + (/cost)^ 

= [(cosry]2 -(- [(sinTy]2 = cif'^ + f^ , 

d. i. aber die Formel (8). 

Andererseits erschien der Krümmungsradius einer ebenen 
Kurve als Radius eines Kreises, des „Krümmungskreises^S 
der durch drei konsekutive Kurvenpunkte ging. Würde 
dies auch für die Raumkurve gelten , so wäre J? (la) der 
Radius eines durch drei konsekutive Kurvenpunkte gehenden 
Kreises, der letztere läge also in der Ebene, die durch die 
nämlichen drei Punkte ginge. Man nennt diese Ebene die 
„Schmiegungs^*- oder „Oskulations-Ebene" der Kurve 
an der betreffenden Stelle. 

Die Existenz dieser Ebene wird zugleich mit ihrer 
Gleichung bewiesen. Die Gleichung einer Ebene durch den 
Kurvenpunkt P(Xyy^z) lautet: 

(11) a{i-x) + h(ri^y) + c(l:-z)^{). 
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Soll diese Ebene die Tangente von P endultai (eine 
^Tangentialebeoe^ der Knrve in P seinL so ist dam gemäß 
•2f notwendig nnd hinrociiend, daß: 

Diese Bedingung sei bereits als erfollt angoiomnien. 

Soll überdies die Tangentiald)aie (11), il2) nodi derdi 
einen Karvenpnnkt Qlx-^JXyp-T-Jffy£^j£^ g^b^n» ^o ist 
noch die Bedingung: 

(13) aU- bJy - cJz = 

zu befriedigen. Indem för die drei Funktionen j'^p^i \l\ 
von 8 die Entwu&elbarkeit in die Taylorscfae Reihe Üs 
zum Gliede mit (As)^ inkl. vorausgesetzt wird: 

Ay = trAs + \{Asytfi, 

Az = /As-\(AsY2'i, 

wo die ^ii ifi) ^i unbekannte Mittelwerte jf'(s — 9As), 
ifis ~ t?i As), /'{s -^^2 As) bedeuten, geht die Bedingung (13 \ 
mit Hilfe von (i2) über in: 

Geht man jetzt zur Grenze limJ5 = über, so tritt an 
die Stelle von (15): 

{16; aaf'+bi/'-T-c/'=0. 

Aus den Relationen (12), (16) lassen sich die Verhilt- 
iiisse der a, h, c sofort berechnen« Setzt man zur Abkürzni^: 

(17j 5//'-/V-A, ^^'-/V=B, afy''-af'f/=r, 

so werden die a, h, c den A, B, F resp. proportional; die 
Substitution in (11) liefert demnach als Gleichung der 
Schmiegungsebene der Raumkurv^e (1) im Punkte P(s): 

(11) A(f-:i;) + B(i7-y) + r(C-5) = 0. 

Die Gleichungen (12), (16) sagen aus, daß die Schmie- 
gungsebene sowohl die Tangente t in P, wie die durch P 
gehende Gerade o mit den Richtungskosinus a/', y", /' ent- 
hält, und daß sie dadurch völlig bestimmt ist. Die zweite 
Identität (3) sagt aber aus, daß die Geraden t und q auf- 
einander senkrecht stehen, oder, was dasselbe ist, daß die 
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Gerade g die in der Schtoiegungsebene von P liegende, auf 
der Tangente in P senkrecht stehende Gerade ist. 

Man nennt diese Gerade die ,, Normale" der Kurve 
im Pimkte P. Somit gilt der Satz, wenn man zur Abkürzung 
unter den Richtungskosinus einer Geraden die Kosinus ihrer 
Winkel mit den Achsen versteht: 

„Die nach dem Bogen genommenen ersten 
Ableitungen der Koordinaten (1) einer Raum- 
kurve sind die Richtungskosinus der Tan- 
gente, während die zweiten Ableitungen den 
Richtungskosinus der Normalen proportional 
sind." 

Mit Hilfe von (la) sind aber auch die Richtungskosinus 
der Normalen selbst sofort angebbar. Bezeichnet man mit 
Qjc, Qy, Qe die Winkel der Normale mit den Achsen, mit o 
einen Proportionalitätsfaktor, so ist: 

(18) oo[f'=cosQj;, oy"=cosQyy a/'=cos^Ä, 

also, wenn man quadriert und addiert, wegen (la): 

(III) cos Qx = Itx" , cos Qy = Ihj" , cos Qz^ R/\ 

Da nun der Kinmmungsradius senkrecht steht auf der 
Tangente, und zugleich in der Schmiegungsebene liegt, fällt 
er in die Richtung der Normalen. Besitzt der Krümmungs- 
mittelpunkt d. i. der Endpunkt von i?, die Koordinaten oc, 
ß, y y so daß (K~x = Iico9>Qji^ usw., so bestimmen sich 
gemäß (III) die a, ßy y. aus: 

(HI') (x-x = R^-x'', ß-y = E'Y, y-z^UH", 

Das Vorzeichen von /t(8) werde so gewählt, daß q^, 
Qy, Qz in (III) die Winkel der „positiven*^, d. h. der vom 
Kurvenpunkt P nach dem Krümmungsmittelpunkt hin ge- 
richteten Kurvennormale mit den positiven Achsen werden. 
Diese Festsetzung stimmt mit der für eine ebene Kurve in 
§ 18, (Ib) getroffenen überein, da für x als unabhängige 
Variable (III) in jene Formeln übergeht. Desgleichen gehen 
für diesen Fall die Formeln (III') in § 21, (I) über. 

Durchläuft der Punkt {x, y , z) die Raumkurve (1), so 
beschreibt der Krümmungsmittelpunkt (öc , ß y y) die dui'ch 
(HY) dargestellte „Evolute" der Kurve. Der reziproke 
Wert von JB wird wiederum die Krümmung der Kurve an 
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der Stelle P genannt. Soll die Krümmung für alle Punkte 
einer reellen Kurve verschwinden, so hat man gemäß (la): 

(19) :r"2+y'2 + ^"2_o, i. e. ^'=0, /'=0, /'=0, 
folglich durch zweimalige Integration: 

(20) x = aiS + bi, y = a^s + hj,, z^a^s + l^, 

d. s. die Gleichungen einer willkürlichen Raumgeraden. 

Noch zwei andere Analoga lassen sich zur Krümmung 
einer ebenen Kurve aufstellen. 

Einmal kann man den Winkel zweier konsekutiver 
Schmiegungsebenen mit dem Bogenelement vergleichen; der 
Quotient führt zur „zweiten Krümmung*^ der Kurve, zum 

Unterschiede von der „ersten" Krümmung ^. 

Drittens kann man die Kugel bestinnnen, die die Kaum- 
kurve in einem ihrer Punkte P hyperoskuliert (durch 
vier konsekutive Kurvenpunkte geht). Der reziproke Wert 
des Kugelradius heißt die „Torsion" der Kurve in P. 

Auf diese beiden Erweiterungen gehen wir nicht 
näher ein. Es sei auf diese Sammlung, Bd. XXIX, 1. Ab- 
schnitt, verwiesen. 

§ 23. Tangentenebene und Normale einer Fläche. 

Die für eine Raumkurve in §§ 15, 22 gewonnenen Formeln 
für Tangente und Krümmungsradius sollen auf eine Fläche 
in der Weise übertragen werden, daß man sich auf der Fläche 
durch einen beliebig aber fest gewählten Punkt P(x, y, z) 
irgend eine Eaumkurve gezogen denkt. 

Die Gleichung der Fläche F sei zunächst vorgelegt in 
der impliziten Gestalt: 

(1) F{x,y,z)=^0, 

Die durch den Punkt F{x, y ^ 0) auf F gezogene 
Kurve C sei dargestellt durch: 

(2) oo = (p{t), y = 'ip{t), ^ = ;t:(0, 

wo dem Punkte P der Parameterwert t zukomme. Da C 
auf F liegen soll, ist die Gleichung: 

(3) F[<p{t), y>(f), x{t)]=m = <^ 
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in t identisch erfüllt, also auch die nach t differenzierte 
Gleichung : 

(4) F'{t) ~ F, cp'it) + F, y/{t) + F, /(<) = , 

WO unter F^, F^y F^ die partiellen Ableitungen der Funk- 
tion jP(1) nach x, y, s zw verstehen sind. 

Sind Ta;, Xy, Tz die Winkel der (im Sinne des wach- 
senden t gerichteten) Tangente von C in P, so werden deren 
Kosinus nach § 15, (14) den cp'^od, ^>*^=^y[y 7(!=^ pro- 
portional: 

(5) Xco^Xx = x'=(p\ ^C0STy = y'==v;', AcosT3==/=;^'. 

Andererseits existiert eine bestimmte Gerade v durch P, 
mit den Winkeln r^ , Vyy Vs gegen die Achsen, so daß für // 
als einen Proportional! tätsfaktor entsteht: 

(6) JUCOSVx = Fi, jLtC0SVif = F2y IU'C08Ve = F^*). 

Gemäß (4) steht diese Gerade v senkrecht auf der Tan- 
gente (5) von (7, und dies gilt für die Tangente jeder 
durch P auf F gehenden Kurve C. Da eine solche Tangente 
an der Stelle P auch mit der Fläche F zwei konsekutive Punkte 
gemein hat (und umgekehrt), heißt sie eine „Flächen- 
tangente". Dann gilt also, da alle auf einer Geraden 
in einem ihrer Punkte Senkrechten eine Ebene erfüllen, 
der Satz: 

I. „Alle Tangenten einer Fläche JF in einem 
ihrer Punkte P liegen in einer Ebene T, 
deren Lotrichtung durch die Formeln (6) be- 
stimmt ist." 
Man nennt daher diese Ebene T die „Tangen ten- 
ebene" (oder „Tangentialebene*^) der Fläche F in P, 
und ihr Lot r in P die „Normale" von F in P. Die 
Gleichungen der Tangentenebene und der Normale v in P 
sind offenbar, bei laufenden Koordinaten |, t), f : 

f (la) (I - x)F, + (^n-y)F, + iC- ^)F, = 0., 

\ (Ib) ^-x = vFi, ri—y = vF^, ^-s^vF^, 



Eine analoge Überlegung findet statt, wenn die Glei- 
chung der Flache F in der expliziten Gestalt vorliegt: 

(7) x = f{u,v), y=-g{u,v), z = h{uyv), 



*) Der singulare Fall, daß F^,F^,Fr^ zugleich verschwinden, 
werde ausgeschlossen. 
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\N0 Uy V zwei willkürliche Parameter bedeuten. Die Funk- 
tionen fyg,h sollen, wenigstens für einen gewissen Bereich 
der u, V, eindeutige und stetige Funktionen der w, v sein, 
und dasselbe soll für ihre ersten partiellen Ableitungen f^ , 
f2f 9i} 92} \y ^2 nach ti, V gelten, weiterhin auch für die 
zweiten Ableitungen f^^, /^g, /gg ^sw. nach u, v. Man 
erhält eine beliebige Raunikurve auf der Fläche („Flächen- 
kurve") durch den Punkt P{UyV), wenn ti, v gegebene, im 
übrigen beliebige Funktionen eines Parameters t sind: 

(8) tt = ti(t)j v = v{t), 

wo dem Werte t wiederum die zum Punkte P gehörigen 
Werte u, v entsprechen mögen. Auch die Funktionen u, v, 
nebst ihren ersten Ableitungen t*', i/ nach t (und weiterhin 
auch die zweiten w", «/') sollen, wenigstens für ein gewisses 
Intervall von t, eindeutige und stetige Funktionen von t 
sein. Die Gleichungen der fraglichen Raumkurve werden: 

(9) x=^f[u{t), v{t)] = x{t), y = g[u{{), v(t)] = y[t), 
Wie oben, gelten die Relationen, für a/= -— usw.: 

O/v 

(5) Acostx = ä/, AcosTy = y, Acosr5 = / 



A ■ 



Hier nehmen die rechten Seiten auf Grund von (9) die 
Gestalt aü: 

(10) af=f^u'+f.y, y'=g,u'+g,i/, ^==\ii^+h.,i\ 
Führt man die Abkürzungen ein: 

(11) g^h^ -g.K = *. KU -hfl = ^> fi92 -f29i=X, 
so herrschen die Identitäten: 

(12) f,^ + g,W+h,X=0, t2^ + g,W+hX=0, 
also auch, wegen (10), die folgende: 

(13) x'^ + y'W+^XE^O. 

Hieran knüpft sich die nämliche Folgerung, wie an (4). 
Die Richtung der Flächennormale r in P bestimmt sich 
jetzt durch: 

(14) jbt cosvx = ^, jLi cos Vy =^ . incosvg=X; 
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und die Gleichungen der Tangentenebene T und Normale v 
in P nehmen die Form an: 

(Ua) (S-x)0 + {rj-y)W+(C-0)X=O, 
(IIb) i — x = v0, Yj—y^vW, C — ^ = vX, 

wo die erstere auch durch die drei Gleichungen mit zwei 
willkürlichen Parametern w^fW2 er&etzhsir ist: 

(IlaO ^ — ^ = fiU\+f2tV2, n—y = 9i^^\+92'^hy 

Denn durch Elimination von w-^^^w^ geht aus (IIa') wieder 
(IIa) hervor. Die Parameter w^y tv^ sind, wie der Vergleich 
mit (10) lehrt, den u', v' proportional. Endlich folgt aus Ver- 
gleichung von (IIb) mit (Ib) die Proportionalität der F^^F^, F^ 
mit resp. *, W^X. 
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Nunmehr stelle man für eine beliebige, durch F gehende 
Flächenkurve den Krümmungsradius in P auf. 

Wir gehen zunächst von der expliziten Darstellung der 
Fläche (§ 22, (7)) aus, da die aus ihr hervorgehenden Formeln 
die wichtigeren sind, und schreiben einfacher: 

(1) x^x{uyv)y y = y{it,v)y z^z{u,v)] 

ferner, als Gleichung einer Flächenkurve durch P(«<, v)i 

u = u{t), v==v{f); 

X = x[u{{)y v{t)\ = x{t) , y = y[ii{t), v{i)] = y{t) , 

z = z[u{t), v{t)] = z{t) , 

wo die Wahl des Parameters t noch vorbehalten bleibe. Wie 
in § 23 sollen totale Ableitungen nach t durch Akzente, 
partielle nach w, v durch Indizes angegeben werden. Durch 
ein- resp. zweimalige Differentiation der Xyy^z (2) nach i 
ergibt sich (da ^12=^21 ^sw. cf. Diffr. § 21, (6)): 

(3) xf^x^u'^x^xfy yr=yxU'-\-y.^^, ^ == z^iif + z^^tf , 

Xf'= (Xj^i^'+ x^xf') + (^u w'2 + 2:^12«^''//+ x^^xf'^) , 



(2) 



.< 



(4) 



^ 



1 
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Wie in § 23 führe man die Bildungen ein: 

(5) <& = 2/i^2— .%^i» ^ = z^x^ - z^Xy^ y X = x^y2—x^_y^, 
so daß identisch gilt: 

(6) 0x^ + Wy, + X^^ = O, ^x, + Wy, + Xz, = 0. 

Multipliziert man daher die rc", i/% /' in (4) resp. mit 
0, T, X und addiert, so fallen die mit m", t/' behafteten 
Glieder heraus, und es kommt: 

(7) af'0 + i/'W+^'X 

= u^Hx,^0 + y,,W+z,,X) + 2u^if(x,,^ + y,,W+z,^X) 

Nach § 23 (14) sind die <P, W, X den Kosinus der 
Winkel VxyVy,Vg der Flächennormale v in P proportional: 

(8) JU COSl'x == ^ ^ A* cos Vy = W, jU COSVg = X . 

Der Wert des Faktors ju bestimmt sich, wenn man (8) 
quadriert und addiert: 

(9) f^^ = ^^ + W' + X'' = A, /i=fi, 

wo A zur Abkürzung steht, und das Vorzeichen der Wurzel 
positiv genommen werde, und die dementsprechende Rich- 
tung von V als „positive" Richtung der Flächennormale 
in P bezeichnet werde. Damit geht (8) über in: 

(10) COSVx = -=, C08Vy=-^, GOSVg = —-. 

yA yA yA 

Damit nimmt (7), nach Division mit ']fÄ , vermöge der 
Abkürzungen : 

(11) ^ = L, ^ = ilf, -^-^N 

yA yA yA 

die Gestalt an: 

(12) ^' COS^'x + ^' COSVy + /' cosr^ 

Die durch (12) eingeführte, in den w', t/ quadratische und 
homogene Form W{iffyi/) nennt man die „zweite Gaußsche 
Flächenform". 
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Nunmehr wählen wir, wie io § 22, (1), den Parameter t 
als den Bogen s, und behalten im übrigen die obigen Be- 
zeichnungen. Nach § 22, (IH) erhielt man für den Krüm- 
mungsradius jB der Raumkurve (2) im Punkte P (3) die 
Formeln: 

(13) QOSQj; = Baf% cosQy==Rt/^y cosQg = B^% 

unter q^, Qy, Qb die Winkel der „positiven", d. h. von 1 
gegen den Krümmungsmittelpunkt hin gerichteten Kurven- 
normale Q gegen die Achsen verstai^den. Substituiert man 
die Werte von ;r", t/\ gl' aus (13) in (12) und beachtet, daß 
für (^, v) als Winkel zwischen positiver Kurven- und Flächen- 
normale: 

(14) COS(^, V) = COS^a; cos Va; + COS^yCOS Vy + COS^^COSV^, 

so bestimmt sich der Krümmungsradius JR der 
Flächenkurve (2) in P(s) durch die Fundamental- 
formel: 

a\ cos (g,y) ^ cos(g,y) 

^^ Idu dv\ W{u%i/)' 

\ds ' ~dsl 

Wendet man diese Formel auf den besonderen Fall an, 
wo die Flächenkurve (2) ein „Normalschnitt'^ ist, d. h. der 
Schnitt irgend einer durch die Flächennormale v gelegten 
Ebene mit der Fläche, so fallen positive Flächen- und Kurven- 
normale zusammen, so daß: 

(15) cos(^,r)=l 

wird. Nennt man den Krümmungsradius des Normalschnittes 
B,yy so spezialisiert sich die Formel (I) zu: 

<II) -Rv = 



ytf.du dv\ W{f/i,vf)' 



{ 



ds ds 



Ehe die Formeln (I) und (II) weiter diskutiert werden, 
empfiehlt es sich, den Parameter s wieder durch einen be- 
liebigen Parameter t zu ersetzen. Man hat: 

<16) 



du du ds 


dv dv ds 


ds dt ' dt ^ 


ds dt ' dt 
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Dadurch geht die in den t*', t/ homogene und quadra- 
tische Form W{u^,t/) (12) über in: 

Nun ist nach § 11, (II): 

(^sV (dxV , (äyV , (de 

oder, mit Rücksicht auf (3), fiir: 

(19) i;=:xl + yl + 4, F=XiX2 + yiy2 + 0i^2> 

G- = xl + yl + 4, 
auch: 

wo die in den rr^ -rr homogene und quadratische Form 

als die ,,erste Gaußsche Flächenform" bezeichnet wird. 
Damit nimmt (17) die Gestalt an: 

oder auch, wenn man im besonderen u als Parameter t wählt: 

dv 



w ^{^•ih-'i^.iM^- 



du 



Danach nehmen die Ausdrücke für jR (I) und liy (11) 
die Gestalt an: 

/du dv" 

\dt' dt) 

(IIa) i2 = y^*—^^ = A _^i 

\dt' dt] V'du) 
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Die Größe R^ hängt also bei festgehaltenem Punkt P 

nur von ^ ab. Andererseits spezialisieren sich, gemäß (3), 

die Formeln für die Tangentenrichtung (§ 15, (14)), für u als 
unabhängige Variable, zu: 

, dx , dv , dv , dv 

d. h. die Richtung der Tangente der fraglichen Flächenkurve 

dv 
in P ist eindeutig durch - - bestimmt. 

Legt man daher durch eine feste Flächentangente ^ in P 
irgend welche Ebenen, so besitzt für alle Schnittkurven der- 

selben mit der Fläche -r- in P einen konstanten Wert, mithin 

du 

auch der Quotient ^(-n , ^7 1 : ?^(-t7 ^ tt ). Bezeichnet wieder- 

\dt dtl \dt dtj 

imi jB den Krümmungsradius irgend einer der Schnittkurven, 

J?y den des durch t (und v) gehenden Normalschnittes, so 

folgt aus (la) und (Ha): 

(lH) R = R,co&(q,v). 

In der Formel (III) ist der „ Me u s nie r sehe Satz" 
enthalten : 

„Legt man durch eine Flächentangente t 
des Flächenpunktes Peinmal einen beliebigen 
ebenen Schnitt mit dem Krümmungsradius jB, 
andererseits den Normalschnitt mit dem 
Krümmungsradius Ry, so ist R die senkrechte 
Projektion von J2„ auf die Normale der ersteren 
Schnittkurve.'^ 

Es sei noch erwähnt, daß die drei Koeffizienten JE, JP, G 
resp. L, M, N der ersten resp. zweiten Gauß sehen Flächen- 
form (18') resp. W (12) den Namen: „Fundamental- 
größen erster resp. zweiter Art" führen. 

Nachdem vermöge der Relation (IH) die Krümmung der 
durch eine feste Flächentangente t gelegten ebenen Schnitte 
auf die des Normalschnittes zurückgeführt ist, erübrigt sich 
noch der Zusammenhang zwischen den Krümmungen der 
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Normalschnitte (in P) selbst. Dreht man eine Ebene um 
die Flächennormale v, so wird der Krümmungsradius der 
Schnittkurven, der jetzt wieder einfach mit B bezeichnet sei, 
voraussichtlich wenigstens einen maximalen und einen mini- 
malen Wert annehmen, um dies festzustellen, setze man 

du 

— = X^ wo i. nach obigem die jeweilige Richtung der 

Tangente ^ in P festlegt, dann handelt es sich gemäß (IIa) 
um die extremen Werte der Funktion: 

Nach Diffr. § 18, II. ist die dazu notwendige Bedingung: 

(22) f = ^=0, 
d. h.: 

(23) !P^-0iP=O oder ^=^ = 2?, 

oder : 

(24) W'R-^==Q. 

Macht man die Funktion i2 (21) mittels einer Variabein fx 

homogen: JB(A,yu)= ,— r^-^ und bezeichnet die partiellen Ab- 

leitungen von CP, 5F nach Xy fjb mit ^^y^^yW^W^y so ist 
nach dem Fulerschen Satze (Difir. § 7, (IQ)), wenn man hinter- 
her wieder /i = l machte und mit Rücksicht auf (21) (24): 

(25) WB-0 = [W^X + W^)B^{^^X + ^,) = W^B^^,=(^y 

so daß sich zur Bestimmung von B resp. X die beiden Re- 
lationen ergeben: 

(26) !PiB-<Pi = 0, W^B-^^^0. 

Die Elimination von R liefert, wenn man für X wieder 

seinen Wert -^ = w' einsetzt: 

dv 

(IV) <Pi W^ - *2 'Pi = ^^ {EM- FL) + u\EN- GL) 
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Es wird sich gleich zeigen, daß in der Tat den beiden 
Wurzeln dieser Gleichung ein Maximum resp. ein Minimum 
von JB entspricht. Die Gleichung (IV) ist dann die Diffe- 
rentialgleichung derjenigen Kurven auf der Fläche, längs 
deren die Krümmung einen extremen Wert besitzt; man 
nennt diese Kurven die „Krümmungslinien*^ der Fläxjhe. 

Die linke Seite von (IV) ist nach Diffr. § 18, S. 230 
die Funktionaldeterminante von <&(A, yu), W{X, fi), so daß 
der Satz gilt: 

„Die Gleichung der Krümmungslinien 
einer Fläche wird durch das Verschwinden 
der Funktionaldeterminante der beiden 
Gaußschen Flächenformen dargestellt." 

Eliminiert man dagegen X aus den Gleichungen (26): 

(260 }i{LB-E)+{MB-F)=^0, X(MR-F)+(NR-G)=0, 

so resultiert die quadratische Gleichung für die beiden extremen 
Krümmungsradien R^,E^: - 

(V) I{^LN~M^)-R{GL-2FM+EN)+{EG-F^)=^0. 

Man nennt i?i,JJ2 ^^® „Hauptkrümmungsradien" 
der Fläche im Punkte P. Daß B^ und R^ aber reell sind 
und überdies wirklich zwei extreme Werte von jB, ein 
Maximum und ein Minimum, repräsentieren, kann leicht ge- 
zeigt werden. 

Der Zähler von R in (21) ist 0(k,l)^ EP + 2FX+ G, 
wo gemäß (19): 

E^xl + yl + 4, F=^x^x^-\-ij^y^+z^z^, G = xl+yl + 4. 

Büdet man die Diskrimijiante (Diffr. § 7, S. 67) 
EG — F^ von $(A,1), so gilt ersichtlich die Identität: 

{21)EG-F'^ = (x^y,-x,y,Y-\-{y,z^-y,iS,y+{z^x,-z^x^Y, 

oder mittels der Bezeichnung (5): 

(270 EG-F^=^0^ + W^ + X^. 

Mithin ist die Diskriminante EG — F^ von <&(>l, 1) 
unbedingt positiv*), somit kann die Gleichung ^(A, 1) = 



♦) Der singulare Fall, daß ^,^,X gleichzeitig verschwinden, 
bleibe hier ausgeschlossen. 

W. Fr. Meyer, Integralrechnung. 18 
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keine reellen Wurzeln besitzen. Somit ist der reziproke 

1 WU 1) 
Wert von R, ^==^t^,-^t als rationale Funktion von X mit 

B 0{X, 1) 

nicht verschwindendem Nenner eine stetige Funktion von X, 

die nicht unendlich groß werden kann und die daher 

mindestens ein Maximum und ein Minimum besitzen muß. 

Das gleiche gilt daher auch von B; da aber B nach (V) 

auch nicht mehr als zwei extreme Werte B^ , B^ haben kann^ 

so entspricht die eine Größe etwa B^, einein Maximum, die 

andere, B^y einem Minimum von B, 

Der Verlauf der Werte von B läßt sich geometrisch 
deuten. Zu dem Behuf stelle man die Bedingung dafür 
auf, daß die in X quadratische Gleichung (21): 

(21) WB-0^)i^{LB-E) + 2l{MB-F)-\-(NB~G):=O 

zwei zusammenfallende Wurzeln besitzt. Nach DiflFr. § 7, 
S. 67 lautet die Bedingung: 

(V) • {LB-E){NB-G)-{MB-F)^ 

= B^{LN~M^)--B{GL-2FM+I;N) + (EG-F^)==0, 

d. i. gerade die Gleichung (V) auf S. 273. 

Man denke sich daher in einer auf rechtwinklige Ko- 
ordinaten x^y bezogenen Hilfsebene die Geraden: 

(28) Ex + Fy+G = 0, Lx + My + N=0, 
und die Parabel: 

(29) x = l^, y = 2l i.e. %ß=^^x. 

Durch den Schnittpunkt (28) geht das Strahlbüschel 
mit dem Parameter B\ 

(30) {ßx-^Fy-\-G)-B{Lx^My-\-N)^^, 

das aus der Parabel (29) die Punktepaare ausschneidet: 

(31) (EX^^2FX-\-G)-B(LX''^2M'k-\-N) = 0-WB = ^. 

Die extremen Werte B^ , B^ von B entsprechen dann 
gerade den beiden Tangenten, die vom Punkte (28) an die 
Parabel (29) gehen. Nach obigem hat die Gleichung (5 = 
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keine reellen Wurzeln, d.h. die Gerade JEx + Fy-}- G = 
schneidet die Parabel nicht. Dann ist unmittelbar ersieht« 
lieh, daß vom Punkte (28) stets zwei reelle Tangenten an 
die Parabel gehen, die den Parameterwerten jB^, jRg ent- 
sprechen, und daß der eine* Wert ein Maximum, der andere 
ein Minimum von R ist. 

Das Produkt der beiden Hauptkrümmungsradien R^ , Jfa 
hat nach (V) (s. diese Sammlung Bd. I, § 27) den Wert: 

EG—F^ 1 
(VI) ij^ij^ =____ = _. 

Der reziproke Wert K dieses Produktes heißt die 
„Krümmung" der Fläche im Punkte P. Die Krümmung 
der Fläche besitzt eine Reihe von Analogien zu den Eigen- 
schaften der Krümmung einer Kurve, worauf aber nicht 
weiter eingegangen werde. 

Nunmehr soll auch die implizite Form der Flächen- 
gleichung: 

(31) F{x, y,i!) = (i 

zugrunde gelegt werden. Sei wiederum durch den Punkt 
F{x, y, z) der Fläche eine Flächenkurve gezogen : 

(32) x = x{s)y y = tj(s), ^ = ^(s), 

wo der Parameter s der Kurvenbogen sei. Dann liefert 
zweimalige Differentiation der Identität: 

(33) F{s)=F[x(s), y{s), z{s)]=0, 

für F^y F2, JF^; JF^, i^i2 • • • -^ss ^'^ die ersten, resp. 
zweiten partiellen Ableitungen von F{Xy y, z) nach Xy y, ^, 
und für ccf, yf^ /; a/', /', /' als die ersten resp. zweiten totalen 
Ableitungen der Xy y, z (32) nach s: 

(34) JP\a;'+J2j/'+JP3;a<=0; 

(35) (Fn^ + ^122^ + ^13'^)^+(^21^' + i^22y + ^23^)y' 
+ (^31^+ J^322/'+-F33^ ^+ (i^i^'+F2y"+i^30 = 

= (Fiia;'2+jp;^y2+iP33y2+2Fi2^3/'+2Fi3^/+2i^28/^) 
^ Nun waren die Kosinus der Winkel Vxy Vyy Vg der Flächen-i 



l 
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normale v in P zofolge (§ 23, (6)) den F^, F^, F^ pro- 
portional: 

COBVx==tFi, COSVy=^TF2, COSVg==TF^y 

wo sich der Faktor t durch Quadrieren und Addieren be- 
stimmt: 

1 

iFf+Fl+W 



T= - 

SO daß wird: 



(36) 



Fl F, 

cos »»j; = , COSVy = 



. f wo rw ^^ • 

COS^jB« 



F, 



iFl+Fl+Fl 

Das willkürliche Vorzeichen von JP, und damit der 
F^,F2,F^ kann man sich so gewählt denken^ daß (36) bei 
positiver Quadratwurzel die in § 24, (9) festgesetzte positive 
Kichtung der Flächennormale angibt. 

Multipliziert man die Identität (35) mit -7= — , 

^ ^Fi+Fl+Fl 

und setzt zur Abkürzung: 

'^ iF\+Fl^Fl 

so kommt auf Grund vqo (36) und den Formeln (§ 22, 
(ULI)) für den Krümmungsradius B, der Kurve (32): 

Der Vergleich mit (I) lehrt, daß der dortige Nenner 
!P(««', xT) mit ^(ic', y', /) übereinstimmt: 

(vn) (2(^,2/',/)=!FK,t/). 

Aus (I^ läßt sich wieder der Meusniersche Satz folgern^ 
da die Koeffizienten i^a in Q nur von den Koordinaten des 
Punktes P abhängen^ und die a;', y, / direkt die Kosinus 
der Winkel Xxj r^, Xj, der Tangente der Kurve (32) in P sind, 
somit Q bei fester Flächentsuigente einen festen Wert hat. 



J 
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Legt man dagegen jetzt nur Normalsclinitte, so daß 
C08{q,v)=1, so wird, in Analogie zu (II): 

1 

Diese Formel läßt sich geometrisch deuten. Man bilde 
sich die Gleichung der Mittelpunktsfläche 2. Ordnung Q 
(mit dem Mittelpunkt im Punkte P): 

(38) Q=Q{^^x, fj-tj, C-0)-l = O. 

Schneidet man diese Fläche Q mit der Tangentenebene 
(§ 23, (la)) in P, so erhält man einen Mittelpunktskegelschnitt C. 
Die Tangentenebene wird durch die Gesamtheit der Flächen- 
tangenten (af, yf, /) in P gebildet. Man erhält daher G als 
Ort der Schnittpunkte der Fläche Q mit den Tangenten 
in P (3): 

(39) ^ — x = raf^ ^ —y = '^y^f C — ^ = rjs^, 

wo unter r die Strecke zwischen P und dem Punkte (f , rj, t) 
der Tangente (39) zu verstehen ist. Die Einsetzung von 
(39) in (38) liefert gemäß (IP): 

Q{af, /, /) 

„Somit gibt das Quadrat des zu irgend 
einer Tangente t{afyy^,^ gehörigen halben 
Durchmessers r des Kegelschnittes C den 
Krümmungsradius Ry des durch t bestimm- 
ten Normalschnittes.^^ 
Daraus läßt sich wiederum entnehmen, daß Ry einen 
maximalen Wert (JR^) und einen minimalen (JR2) annimmt, 
und zwar fallen die zugehörigen Tangentenrichtungen in die 
Hauptachsen von C, 

Bei einer Ellipse ist bekannt (s. diese Sammlung 
Bd. Vni, § 42), daß die Halbachsen a, b der größte resp. 
kleinste Halbmesser sind, mithin wird hier: 

(41) R^=a\ B^^bK 

Liegt dagegen eine Hyperbel vor, mit der Mittelpunkts- 
gleichung: 
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und man schneidet mit einer Geraden durch den Mittelpunkt^ 
x = rco8(py y = r8mq), so konmit: 



(43) r 



2 



cos^(p &m^q) N((p) ' 
02 W~ 



Soll der Nenner N{(p) einen extremen Wert erhalten, 
so hat man (DijBfr. § 18, Ü.) die Bedingung: 

(44) Wi<p) = - sin 2 ^ Q^ + 1^ ) = , 

der die beiden Werte (p = 0, cp = -^, also die Richtungen 

der Hauptachsen der Hyperbel (42) entsprechen. Die zweite 

Ableitung W((p) = — 2 cos 2 9? f — + t^I ist für 9? = negativ, 

für (p = -^ positiv, also wird r^ für die Hauptachse (^ = 0) 

ein Minimum, für die Nebenachse (ir = 0) ein Maximum: 

(410 Üi=-&S B^===aK 

Die analoge Betrachtung für die Ellipse führt nochmals 
zu (41). An die Stelle von (43), (44) tritt: 

(45) r^ = 



cos^cp sia^ip N{(p)^ 

(46) N\cp) sm2^(l-^).= 0, 

während N'\(p) jetzt gleich -2cos2(py—- ^,-j = + ^^^^f^ 

wird. 

Führt man jetzt statt der Krümmungsradien Ry die rezi- 
proken Werte JT^ = ^- ein, so daß (41) und (41') die Form 

xt,, 

annehmen : 

(41) K, = ^, E, = l^; (410 K, = -l^, K^^-^, 
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SO eotsteht auf Grund von (40), (43), (45) die „Eulersche 
Gleichung^^: 



(vm) 



\Kv = Zi cos V + jKj sin« (p (Ellipse) , 
Ky = K^ 008^99 + ^1 sm^q) (Hyperbel) . 



Faßt man den Meusnierschen Satz (HE) und den 
Eul ersehen (VUE) zusammen, so ist der Krümmungsradius U 
eines beliebigen ebenen Schnittes durch P leicht bestinmibar; 
durch den ersteren Satz wird H auf den Krümmungsradius R^ 
eines Normalschnittes zurückgeführt, und JRy wiederum durch 
den Eul ersehen Satz auf die beiden Hauptkrümmungsradien; 
die geometrische Konstruktion von i?y war bei (40) an- 
gegeben. 

Man nennt die beiden Normalschnitte in P, denen die 
Hauptkrümmungsradien B^ , B^ angehören , die „Haupt- 
normalschnitte" der Fläche in P. Eine Kurve auf der 
Fläche, längs deren die Tangente stets in einen Haupt- 
normalschnitt fällt, ist gemäß (IV) eine „Krümin.ungslinie" 
der Fläche. Durch jeden Punkt P der Fläche gehen zwei 
Krümmungslinien, die sich daselbst gemäß (41), (41') recht- 
winkelig schneiden. 

Man gibt dieser Tatsache den Ausdruck: 

„Die Krümmungslinien einer Fläche bilden 
eine Orthogonalschar.^^ 

Wenn die Gleichung f^l-^r; "777)=^ ^^^^ reelle Wur- 
zeln hat, wenn also die Diskriminante LN—M^ negativ ist, 
so wird die Krümmung Null, d. h. der Normalschnitt weist 
dann in P einen Wendepunkt auf (§ 18, S. 225), die Tangente 
heißt eine Haupttangente der Fläche. Kurven auf der 
Fläche, deren Tangenten sämtlich Haupttangenten sind, heißen 
Haupttangentenkurven, ihre DifiFerentialgleichung ist 

eben!pfe.4^Uo. 



Idu dv\ 
Vdt' ~dt) 



Bezüglich weitiCrer Entwickelung der Flächentheorie sei 
auf diese Sammlung, Bd. XXIX und XLTV verwiesen. 



Abschnitt IV, 

Systematische Integralreclinimg. 



Kapitel I. 

Auswertung elementarer Integrale. 

§ 25. Die einfachsten Integralformeln. 

Nach § 4, IX war das unbestimmte Integral einer 
Funktion glx) definiert durch: 

(1) jg{x)dx^F{x) + c, F\x) = g{x), 

wo c die willkürliche Konstante bedeutet*). 

Es ist jedoch daran zu erinuem^ daß das unbestimmte 
Integral ursprünglich aus dem bestimmten hervoiging, wenn 
man dem letzteren eine variable obere Grenze x, und eine 
willkürliche untere Grenze a beilegte (§ 4, XI): 



x 



(2) Jg{x)dx = Jg(x)dx = F(x)-F(a), F\x) = g{x); 

a 

hierbei ist von der gegeben gedachten Punktion g{x) voraus- 
zusetzen^ daß sie im Intervall (a, x) gleichmäßig stetig ist. 
Die im folgenden benützten allgemeinen Citegralsätze 
findet man in § 5. Indem wir die Formeln für die erste Ab- 
leitimg der elementaren Funktionen (DiflFr. §§ 8 bis 12) nun- 
mehr als Integralformeln schreiben, teUen wir sie in Gruppen 



'*') Die Konstante c wird in den praktischen Formeln der 
Kürze halber unterdrückt. 
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ein je nach der Natur der IntegraJfunktion g{x). Die erste 
Gruppe werde gebildet durch die Potenz g{x) = a:^, wo m 
ein beliebiger Exponent (4=— 1) sei, die zweite durch die 

rationalen Funktionen g{x) = — und g{x)^+zr-T — 1> ^^® 

CO X "j" cc 

dritte durch die irrationalen: g(x) = -\ .-, die vierte 

durch die trigonometrischen Funktionen g[x) = smx, 

coBX, . , , — -- , endlich die fünfte durch die Expo- 
sin-^ic cos^^ 

nentialfunktion g{x) = a^, speziell g = ^. Danach hat 

man die Tabelle: 

//pm + l 

(H) ll^-^lx; 

(^^) j 14.-^2 ^^ = ^^^*g^> jj^2^^ = arccotga;; 

(Illa) / — _^^ dx = arcsinic , / — dx = arccoso; : 

J +il-x^ J +yi-x^ 

(IV a) / sinic dx = — coso:, / coso: dx = &\nx ; 

(IVb)/ ^r-^d;r = — cotga:, / — —dx^tsx: 
^ V sm^x ^ ' J cos^^ ^ ' 

(V) I a''dx = a''' Y~f leFdx^^. 

Im folgenden soll diese Tabelle sukzessive ergänzt 
werden, indem innerhalb jeder Gruppe verwandte Integral- 
funktionen eingefügt werden. 



§ 26. Die Gruppe (I). Die Inte^ralfiniiktioii ist eine 
Potenz oder ein Aggregat von Potenzen. Spezialfall 

einer ganzen Integralfnnktion. 

In der Gruppe (I) war der Fall m = — l ausgeschlossen, 
da für ihn die rechte Seite von (I) zunächst versagt; das 
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/dx 
— =^lx ist daher der Gruppe (11) zugewiesen 
X 

worden. Indessen läßt sich, auch unter Benützung der 
Formel (I), der Fall m = — 1 durch einen geeigneten Grenz- 
prozeß erledigen. Gemäß (2) schreibe man (!) genauer: 



(3) / 



X 

x^ dx = - 



m + 1 ' 



wo a auf eine willkürliche, aber positive Konstante be- 
schränkt, und m als ein variabler Exponent aufgefaßt werde. 
Für limm= — 1 nimmt die rechte Seite von (3) die Form 
eines „unbestimmten" Ausdrucks -g an (Diffr. (17)1); um dessen 
„wahren'^ Wert zu finden, hat man Zähler und Nenner nach 
m zu differenzieren und alsdann den kritischen Wert m = — 1 
einzusetzen. Nun ist: 

dm dm dm 

somit ergibt sich: 

(4) lim —- = lx — la=l — , 

^ ^ ,n=-i m+1 a 

in Übereinstimmung mit Diffr. § 12, IV, S. 128, wo die Formel 
(4) auf indirektem Wege gewonnen wurde. Das Integral auf 
der linken Seite von (3) geht aber für limm = — 1 über in 



X 



— dx; die Vergleichung mit (4) liefert also in der Tat, 

X 



I 

bei Weglassung der willkürlichen Konstanten la die For- 
mel (H). 

Unter Anwendung des Satzes § 5, (VII) erweitert sich, 
wenn a, fc, c konstante Koeffizienten bedeuten, die Formel (I) zu : 

(r) j{ax'^ + Ix'' + cxT^ + ... .) dx 

m + 1 ^w + 1 ^i> + l ^ V ^ >/ -r / 
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Im besondem ergibt sich hieraus als Integral einer 
ganzen Funktion n*®^ Grades (7(ip) = aQ + «i ^ + «2^^ 

(la) j{aQ + «1 ^ + 0^2 ^^ + • • • +«w ^'0 dx 



2 ' ^ 3 ' ' ^'-^n ' "n + 1 



§ 27. Die Gruppe (IT). Die Integralfanktion ist eine 

trigonometrische Funktion. 

Wir wenden uns vorerst zu der Gruppe (IV), da die 
einschlägigen Resultate auf ganz elementaren Wegen ab- 
geleitet werden können, von besonderer Wichtigkeit sind, 
und- auch vielfache Anwendung bei den andern Gruppen, 
insbesondere der Gruppe (HI) finden. 

Ein Blick auf die Formeln (IVa) läßt sofort nach den 
Integralen von igx und cotg^ fragen. Beide Funktionen, 

tea7= und (iots.x=— — , sind Brüche, deren Zähler, 

cosa: ^ s\nx 

abgesehen vom Vorzeichen, die Ableitung des Nenners ist. 

(i/(x\ 
Nun ist allgemein \l(p{oc)\ =^^-)-\ y somit gilt die ent- 
sprechende Integralformel: 

Hierbei ist indessen die Funktion (p(x) stillschweigend 
als eine (in dem gedachten Integrationsintervalle) positive 
Funktion vorausgesetzt, da sonst l(p{x) reell nicht existieren 
wurde. Ist dagegen (p{x) negativ, == — ip{x), so wird: 

die Formel (A) ist also in diesem Falle zu ersetzen durch: 
(AO /^^5^^* = ^[-'P(^)J' [9'(^) negativ]. 
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Im folgenden soll der Kürze halber die Formel (A) 
verwendet werden; dabei wird aber stets stillschweigend 
vorausgesetzt^ daß die Funktion (p{x) innerhalb des 
gedachten Integrationsintervalles entweder nur po- 
sitiv oder aber nur negativ ist^ und daß im letzteren 
Falle die Funktion (p{x) unter dem Logarithmus auf 
der rechten Seite von (A) durch ihren absoluten 
Wert zu ersetzen ist. Damit lassen sich jtgxdx und 
jcotgxdx sofort angeben: 

(IVa') / tgx dx = — l cosa; = l , / cotgic dx = l sinx , 

in Übereinstimmung mit § 16, (37). 

Die Formeln (IV b) führen zu der allgemeinen Frage 
nach der Auswertung eines Integrals von der Form jsia^xdx, 
fco8*'*xdx, wo m irgend ein ganzzahliger, positiver oder 
negativer Exponent sei. 

Sei zunächst m = — 1. 

Durch Einfuhrung des halben Winkels wird, wie in 
§ 7 (25) : 



(1) 



dx r dx 



sma; I r. . X X 
2sm— cos— 



oder, fiir — als neue Variable (^— = 2j: 

(2) (^=i .^' ^ W.+ cos^. ^^ 

^ J smo; J &JIZQOSZ J smjs?cos;8^ 

= / tgjs; dz+ I cotg;? d£f , 

mithin auf Grund von (IVa'): 

/dx X XX 

- — = Zsin— — Zcos— = Ztg^. 
smx 2 2 ^2 

/dx 
wird durch die Substitution 
COSiP 
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^ = ^ — y(-^ = — ij auf (3) zurückgeführt; man hat , da 
y n X 

(4) /'^ = -/"^ = -?tg| = Zcotg(^-|). 
^^ J cosx J &my ^2 ^ \4 2/ 

Die beiden Ergebnisse (3), (4) mögen vereinigt werden in: 

^ ^ J smx ^2' J cotix ^\4 2/ 

/dx 
— — durch geeignete Sub- 
o\Tl.X 

stitutionen in algebraische Form, so findet man auf Grund 
von (IVbO ^^^ Wert gewisser Integrale, die den Gruppen (II) 
und (m) angehören. 
Man setze erstens: 

(5) cosa; = ^, sin;r = yi-^S -^ = ---==r^, 

»^ y 1 — z^ 

so entsteht: 



X 

sm^:^ 

1— ^ 



(6) ^=-/ 1 ,?.=?_A = zl/l^£2!f=^, , 

^ / Sm;r / 1— ;2?2 X V l + COSiC ^ 1+0 

mithin ergibt sich für das zu (IIa) parallele Integral 
dx: 



I 



1-x^ 

1+x 



x 



wie durch Differentiation der rechten Seite leicht bestätigt wird. 
Man setze zweitens: 



(7) 



cotga: = u , sina; = 



yT+ cotg2^ ' 

<^W 1 ,. . , „ X 

3- = ;— r— = — (1 + COtg^ic) , 
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so kommt gemäß (IV b'): 



(8) 



J smx J yr+l^ ^ 2 



Vh^ 



du y , 00 

= Zcotg-. 



w 



Hier ist noch cotg^ durch cotgx=^u auszudrücken; 
nach §. 7, (28) ist: 

X 



(9) ^^^g-ö = cotg^ + yi + cotg^a; ==u + ^i+u'^ y 

mithin erhält man, in Übereinstimmung mit § 2, (23); § 7, 
(27), (29), die zu (Illa) paraUele Formel: 

dx 



(iiib) /^^ = i(^+yrf^). 

Die Differentiation der rechten Seite zeigt, daß die 

Quadratwurzel yi + a;^ auf beiden Seiten von (lüb) mit 
demselben Vorzeichen zu nehmen ist. 

Nunmehr gehen wir über zu den Integralen: 

(10) Sm^'fßii^^xdXf Cm=jcoa^xdXy 

wo der Exponent m im Augenblick noch ganz beliebig 
sei. Die partielle Integration fuhrt zu Bekursionsformeln. 
Da sin"»ÄJ = sina; • sin'"""^^? = — {coaxy sin*"""^^; , so wird : 

(11) 5m = — cos^ sin*"— ^a: + (m — Vjjoos^x sin»»— ^a? dx 

= — cosa; sin"»— ^:r + (m — 1)/(1 — sin^a;) sin"»— ^a? dx 

= — cosx sin^-'^x + {m — 1) Sm-2 — {^ — l)^»,. 

Mithin gelten, wenn mau mit Cm analog verfährt*), die 
Hekursionsf ormeln : 



(B) 



mSm = — cos^r sin"*~ ^a; + (m — 1) 8m--2 , 
mCfn= siniccos"»— ^a;4-(^ — 1)^»— 2. 



*) Oder auch; wenn man in die Formel für S^ wiederum 

^ — X als neue Variable einführt. 

2 
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Für m = 2 kommt: 



(IVa'O 



2jsin^xdx = — cosx sinx -\-x = ^(2x — sin25?) , 
2Jco3^xdx^ cosa;8in^ + ^ = i(2ir + 8in2ic), 



wie bereits in § 7/ (37) durch EinführuDg des doppelten 
Winkels 2x erkannt wurde. 

Für m=l wird l8iDLxdx = — co3X, jcosxdx = smXf 
das sind aber die Formeln (IVa). 

/dx C dx 

sm2a; ^ ' J cos^^r * ^ 

das sind aber die Formeln (IVb). 
Für m = 3 hat man: 



(IVa^'O 



3 Jsin^ic 6?a; = — coso; sin^^ -|- 25i 

= — cos X sin^ x — 2 cosic , 

Sjcos^xdx = Binx cos^^c + 2 C^ 

= sin^cos*a: + 2sin^, 

übereinstimmend mit § 9, (8). 
Für m = — 1 erhält man: 

(12) -S_i = -^-2Ä_3, -C'_, = -?^f-20_s, 

sm^a; cos^a; 

also mit Rücksicht auf (IV bO: 

^ f dx cosa; , , , X 

2 / -^o = — -^-z- + ^ tg— , 

(IVb-) { 

^ f dx sinx , , j^ (^ od\ 

2 I r- = ^+^COtg — — -^ . 

J cos^a? cos2^ ^\4 2/ 

Sei jetzt m eine beliebige ganze, positive oder negative 
Zahl, so gelangt man durch wiederholte Anwendung der 
Rekursionsformeln (B) offenbar schließlich entweder zu den 
Integralen Sq = Cq = x, oder aber zu Si , C^ (IVa), oder end- 
lich zu /SLi, CLi (IVb'); man ist daher stets imstande, die 
Integrale S«,, Cm „auszuwerten", d. h. durch elementare 
Funktionen darzustellen. 

Auf Grund der Rekursionsformeln (B) lassen sich aber 
auch Sm und €„, als explizite Funktionen von x darstellen. 
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Es genüge, die Rechnung für 8m durchzuführen. Man unter- 
scheide vier Fälle, je nachdem die ganze Zahl m positiv oder 
negativ, gerade oder ungerade ist. 

Erster Fall, m positiv und gerade. 

Stellt man die Formel (B) für Sm der Reihe nach für 
die Werte w^, m — 2, m — 4,...2 auf, setzt aus der zweiten 
Gleichung den Wert von Sm^2 in die erste ein, in die so 
erhaltene Gleichung aus der dritten den Wert von Sm—4f 
usw., so erhält man, wenn man zur Abkürzung sin^ = s, 
cosa; = c setzt: 



(13) 



8m = — 



Sm = 



C 

m 

c 

m L 



?m — 1 



+ 



m 



>»» — 8 



m — 1 



+ 



m — 2 

w — 1 
m — 2 



(m-l)(^-3) 



?m — 3 



+ 



)m,(fn, — 2) 
(w — 2)(>w — 4) 



m — 5 



(m — l)(m — 3)(m — 5) ^ 
■^ m.(m-2)(m-4) "•"*' 



wo das Gesetz auf der Hand liegt; in dem Faktor von 

tritt stets eine neue Potenz von s hinzu, mit einem 

m 

je um zwei kleineren Exponenten, während sowohl in Zähler 
als Nenner des zugehörigen Zahlenkoeffizienten die je um 
zwei kleinere Zahl als neuer Faktor hinzutritt, und das letz- 
tere Gesetz gut auch für den Zahlenkoeffizienten des Rest- 
gliedes 8m— U' Da schließlich 8q = x ist, so ergibt sich: 



(IVO 8„ = - 



+ 



m . 



ttii' 



^ + 



m 



m — 2 



5m-3_|_V 



l)(»^-3) ,^-. 



{m — 2) (m — 4) 



(m^l)(m~3)(m-5) 
(m— 2)(m — 4)(m — 6) 



(m— l)(m — 3)(n^ — 5)...3 ^ 
+ --- + (^j:Z.2)(m-4)(m-6)...2^ 



+ 



(m — 1) (m — 3) (m — 5) . . . 3 > 1 

m (m — 2) (m — 4) . . . 4 • 2 

(m positiv, gerade). 



X, 
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Die Differentiation dieser Formel bestätigt leicht ihre 
Richtigkeit. Denn man hat für t»=l^ 3^ 5^... 

(14) (— cs^^-^y^ 8"*'+^-^ —(m — i) s"^-^-' c^ 

Dann aber zerstören sich je zwei Glieder, die mit der- 
selben Potenz von 8(5"*""^, 5*""-*,...«^) behaftet sind, und 

es verbleibt rechts allein das Glied — s^* = s^ , wie es 
sein muß. »« 

Zweiter Fall, m positiv, ungerade. 
Nach demselben Verfahren gelangt man, da das letzte 
Glied Si = — c ist, zur Formel: 



(IV,) Ä,. = - '^ 



,»-x + gLzl,,-»4.(^-l)(>»-3),.-5 



ml m — 2 (m — 2)(m — 4) 

(m-l)(m~3)(m-5) 
'^(m-2)(m-4)(w-6) 

(m-l)(m-3)(m-5)...4 j, 
+ --- + (^_2)(m — 4)(m-6).,.3^ 

(m — l)(m — 3)(m — 5)...4»2 ^ 
"^(m — 2)(m — 4)(m — 6)...3^1^ . 

(m positiv, ungerade), 

so daß hier innerhalb des Faktors von auch das letzte 

m 

Glied demselben Gesetz unterliegt, wie die übrigen. 

Dritter Fall, m negativ und gerade. 
Man setze m = — /i, wo jn positiv und gerade, dann 
nimmt die erste Formel (B) die Gestalt an: 

(15) _^Ä_^=__£__(^ + 1)S_(^+,), 

oder, fiir /i + 2 = r, wo v wiederum positiv und gerade: 

(16) (v - 1) S_, = - -A_ + (y _ 2) Ä_(,_i) . 

W. Fr. Meyer, Integralrechnimg. 19 
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Wendet man mederum das obige Verfahren an^ so gelangt 

man schließlich zu S—2 = — cotgx== -. Damit kommt 

das Gesetz: * 

v-2 1 , (v-2){v-4) 1 



— — c 

(v-2)(v-4)...4 1 (v-2)(v-4)...4-2 1" 
■'"■■*"'■ (»'-3)(v-5).. .3 s«'*"(»'-3)(v-5)...3.1 sj' 

(v positiv, gerade). 
Ist endlich in (15), (16) /i und damit auch v positiv 
und ungerade^ so schließt der Prozeß mit SLi = ?tg-^ (IVb'), 
und es kommt: 



(IV4) S-r = - 



1 ,v^^ {v-2){v-4:) 1 

T" n -i« « "T 



1 Ls'-* ' v—3 sr-s ' (v_3)(v_5) s»-» 



, (^-2)(r-4)...3 1 



^ (.-2)(v-4)...3.1 ^^^ 



(r-3)(r-5)...2 s^J ' (y_-. i)(y_3)...4.2 ^2' 
{v positiv, imgerade). 

Genau nach demselben Verfahren lassen sich die ent- 
sprechenden Formeln für Cm, CLv(m, v positiv, gerade resp. 
ungerade) ableiten. Kürzer gelangt man aber zum Ziele, 

71 

wenn man sich wiederum der Substitution y==: — — x bedient, 

wodurch fsia^xdx übergeht in —jcoa^ydy. Dann ergibt 
sich ohne weiteres, mit Rücksicht auf (IVb'), die Regel: 

C. „Die den vier Formeln (IVi), (IV^), (IV3), 
(IV4) parallel laufenden Formeln für O»,, C—y 
unterscheiden sich rechterhand von jenen 
nur dadurch, daß c an die Stelle von s, s an 
die Stelle von —c tritt, während in der 
letzten Formel (IV4) noch das Restglied 

Ztg— zu ersetzen ist durch ?cotg(-j — — j." 

Nunmehr werde die Aufgabe erweitert auf die Er- 
mittelung von Integralen von der Gestalt: 

(17) Jm,n^J^io."*xco&*^xdx=Js^(fdx, 
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wo m,n wiederum ganze, positive oder negative Zahlen 
sind. Seien zunächst m und n noch beliebige Zahlen, so 
wende man auf Jm^n abermals partielle Integration an, indem 
man unter dem Integral einen Faktor s durch — c^ ersetzt: 

(18) J„,^n^—l^-^(fcfdx=^ — s»'-^€^+^ + jc{s'^-^c*'Ydx, 

oder nach Ausfuhrung der Differentiation von s*'*~^c": 

(19) (/^+l)J«,»=-5»»-V+l + (m-l)j;„_2,n+2. 

I 

Auf Grund wiederholter Anwendung dieser Rekursions- 
formel ließe sich bereits Jm,« auf bekannte Integrale zurück- 
führen. Zweckmäßiger aber ersetzt man in J",„_2,«+2 unter 
dem Integrale einen Faktor c^ durch 1 — 5^, dann wird: 

(20) </,„_2,n+2 =«'»1 — 2,w — Jm^ny 

und (19) geht über in: 

(D) (w + t^)e7"^,„ = -5'»-ic"+i + (m-l)J-„_2,«- 

Analog erhält man, wenn man in e7i„,n einen Faktor c 
durch s' ersetzt, oder wieder kürzer direkt aus (D) vermöge 

der Substitution y = ~ — x: 

(DO («^ + n)J«.,H = s»»+V-i + (w-l)e7«,H-2. 

Durch wiederholte Anwendung von (D) resp. (D^) wird 
also ein positiver Exponent m resp. n sukzessive um zwei 
vermindert, ein negativer Exponent m — 2 resp. w — 2 
sukzessive mn zwei erhöht. 

Es genüge die Behandlung der Formel (D). 

Man unterscheid^ wiederum vier Fälle, je nachdem m 
positiv oder negativ,/ gerade oder ungerade ist, während n 
eine beliebige ganj^e Zahl sei. Vorerst werde der Fall 
m-)~n = ausgeschlossen. 

Erster Fall, m positiv, gerade. 

Durch wiederholte Anwendung von (D) gelangt man 
schließlich zu J"o^^=(7n, wo der Wert von Cn den Formeln 
(IVJ bis (IV4) und der Begel (C) zu entnehmen ist. 

Zieht man die Formeln (D), in denen dem Index m 
der Reihe nach die Werte m, m — 2, m — 4...2 beizulegen 

19* 
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sind; in eine einzige zusammen^ und setzt zur Abkürzung a 
für m + n, so konunt: 



(IVi) Jm,n=-- 



c~+i 



a L 



cm-i.?L:iom-3.(.^iiiK?^L:3) 

^ ^0-2^ +(a_2)(a-4)^ 

(m-l)(m-3)(m-5) ^_, 
+ (a^2)(a-4)(a-6) "^ +- 

(m~l)(m— 3)...3 J (m-l)(w~3)...3> 1 ^ 

(m positiv, gerade; w beliebig ganzzahlig; m + n = a=^0, 

a — (m — 2) = n+2). 

Im besonderen ergibt sich für n = — 1 , da 
CLi = Zcotg(j-|-j: 



(IVJ) «7«,-r 



s 



m — 1 



>m — 3 



+ 



[m-i •m-3'^'"'^l 



+J^cotg 



/ji x\ 
U~2">/, 



c»+i 



(m positiv, gerade). 

Zweiter Fall, m positiv, ungerade. 

DasEestglied ynrdlier Ji^n'= j sc^ dx== —^^-— {n^ —-1); 

nur für w=« — 1 ist e7i,_i=/tga;da: = — Zc einzusetzen. 

Somit ergibt sich {m positiv, ungerade; n beliebig ganz- 
zahlig, a = m + n4=0): 



(IVi) e7-«,n = ~ 



c~+^ 



»m — 1 



m—1 



?m — 3. 



+ 



(»»- !)(»»- 3) .„_ 



m — 5 



+ ...+ 



+ 



(IV5) J-„,_i = 



0-2 ' (a-2)(ö-4) 

(w — l)(w — 3)...4 j 

(a-2)(ö-4)...[ö-(»»-3)]* 

(m — l)(w — 3)...4'2 j 
(o_2)(«T-4)...[a-(m-l)]^ 

[w4= — 1, <T-(m — 3) = » + 3]. 

ofII-~"l olll'^S Olli — O o2 



Zc, 



(m4=l), (Ji,-i = — Zc). 
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Die zu (IVi), (IV2) parallelen Formeln für J-^t^n er- 



7t 



hält man wieder unmittelbar durch die Substitution y=^-7r'—x: 



(IVJ) J'_.,,„ = 



tn — 1 



iH—S 



+ 



w-l ' »-3"^""'''1J 



(n positiv, gerade). 



(IVS) j-_i,n 



c" 



— 1 



M — 8 



C2 

n-1 • w-3 + '"'^"2J 



+ 






+ Ü5, 



(w positiv, ungerade, =j= 1 , «7— 1, i = ls). 

Nunmehr gehen wir zu einem negativen m = — /i über. 
Die Formel (D) nimmt dann die Gestalt an: 

oder für /i + 2 = r: 

(Dl) (r-l)JL,,„ = -s'-(— V'+^ + [,.-(w + 2)]J_(,«2),„. 

Sei jetzt ju und damit v positiv ganzzahlig, n ganzzahlig 

Dritter Fall, v positiv, gerade. 

Die wiederholte Anwendung von (D^) fuhrt auf das 
Restintegral e7o,« = C„. Die Zusammenziehung liefert für 

x = v — {n + 2): 



c»»+i 



1 4 

iV—l^ 



+ 



x(x—2) 



(IV's) J-v,n ^_^ ,^^,_i . ^_3 ^^_3 . (^_3j(^_5j ^^_5 

(r positiv, gerade, x = v — {n + 2), x — (v — 2) = — n)y 

wo Cn. wiederum den Formeln (IV^) bis (IV4) nebst der 
Regel (C) zu entnehmen ist. 

Im besonderen ergibt sich aus (IV'3) für n = — l: 



(IV5) 



1 = 






„ "T • • • + ^ 



+ Zcotg^^ — 



2 
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Vierter Fall, v positiv, ungerade; n ganzzahlig. 
(Dl) fuhrt schließlich auf das Restintegral e7_i,n. Es 
kommt: 



^+1 

(IVi) e7L,,.= 



v-1 



Ix 1 x{x — 2) 



s^'-^'^v-S s''-»''"(r-3)(v— 5) s^-ö 



, x{x—2).,.\x-{v-5)] 1 



x(x—2)...[x—{v—S)] j 
(y_3)(y--5)...2 s2j+" (v_l)(v_3)...2 -''-' 
(r positiv, ungerade, =j=l, x=r— (n+2), x--(r— 3)=— n+1)^ 

wo e7Li,n durch (IVi), (IVS) bestimmt ist, falls n positiv. 

Der Fall r = 1, n negativ, wird gleich nachher behandelt 
werden. 

Im besonderen fließt aus (IVi) för w = — 1: 

(v positiv, ungerade, 4=1; J_i,_i = Ztga;). 
Denn das Restintegral ist 

' J sma;cos;r J sm(2a;) ^ 
Aus (IV3) und (IV4) gehen aber vermöge der Sub- 

stitution « = ^r- — X die Parallelfonneln hervor: 

(v positiv, gerade); 

(r positiv, ungerade, 4=1; J_i,_i = Ztga;). 

Diese Formeln (IV3), (IVJ) erledigen aber gerade 
den oben noch ausgeschlossenen Spezisüfall der Formel 
(IVi), wo r = l und n negativ ganzzahlig ist. 
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Endlich wenden wir uns zu dem bisher ausgeschlossenen 
Sonderfall von (IVi) bis (IVi), wo ♦w + n = 0, d. i. zu den 
Integralen Jt^xdx, jcotg^xdx^ wo man sich nunmehr auf 
ein positives^ gerades oder ungerades m beschranken kann. 

Zu dem Behuf könnte man zwar die Formel (D) ver- 
wenden^ indem man m + n'^2 setzte, man würde aber so 
zu keiner einfachen Entwickelung gelangen. Setzt man da- 
gegen in (19) n = —m, so kommt sofort^ für Tm^fr^dx, 
T = tgir, rm=jy^dx, y = cotg^: 



(D") 



T = 



/;•= 



W— 1 

.«m — 1 



— J-m — i} 



— -^ m — 2- 



(m + l). 



Hieraus fließen die Darstellungen: 

(Tm==JT^dXf r^jy^dXy T = tgx, y=^cotgx): 



(IVi) 



(-.»» — 1 -.m — 3 -m — 6 m — 2 -. \ 

^-— -^+^ - + ...+ (-i)"^T 
m—l m—ö m— 5 ^ 1/ 



m 



+{-\Yx, 



(w positiv, gerade; Tf, = x)', 



(IV5) 



(«m — 1 m-m — 8 
I 1 L 
m-1 m-3^ 



rWI — 5 



m— 5 



m — 3-2 



+ ...+(-1) ^ 



I) 



m — 3 



(IV|) 



+(—1) 2 ^c, (m positiv, ungerade; I\ = — Zc); 

(ytn — l yfn — Z «m — 5 «» — 2 yX 

\m— 1 w— 5 m~5 ^ v / j^y 



m — 2 

+(-1) * a;, 



(>» positiv, gerade; /J, = a:); 



(IVI) 



m 



W— 1 



ym — 3 /yfii — 5 m — 3 ^2 



) 



w — 3 



+ (— 1) 2 ^5^ (w^ positiv, ungerade; r-^ = ls). 
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Damit sind alle Fälle des Integrales Jm^n^ f&^^^GO&*^x dx 
für ganzzahlige Exponenten m, n (inkl. 0) erschöpft. Das 
Hauptergebnis ist: 

E, ,, Jedes Integral J'„,^h = /sin*** a;cos"a?rfa? läßt 
sich bei ganzzahligen Exponenten m^n durch 
elementare Funktionen darstellen." 

Mit Hilfe dieser Integrale Jm^u wird auch eine gewisse 
Klasse von Integralen aus den Gruppen (II) und (III) mit- 
erledigt. Führt man nämlich r = tgx als neue Variable ein, 
so daß*): 

T 1 dx 1 

R\nx= — , cosa; = 



so kommt: 



t"» 



(F) Jm,n{oo) = / sin«»:r cos»»a; dx = / ^qr^^+g^^? 

J (1 + t2 2~~ 

oder auch umgekehrt: 



T"» 



(FO /- ;r^^ = ^m,v-(m+2)(^). 

7(1 + t2)"2~ 

Ist m beliebig ganzzahlig, v eine gerade ganze Zahl, so 

-dx in die Klasse (H) rationaler Integral- 

(l + r2)2 

funktionen; für ein ungerades v dagegen in die Klasse (HI) 
irrationaler Integralfunktionen. 
Man hat also die Regel: 

F. ,,Jedes Integral von der Form i -äty 

_.y(i+T^)^ 

wo m, V beliebige ganze (positive oder nega- 
tive) Zahlen sind, ist durch elementare Funk- 
tionen darstellbar. Zu dem Behuf hat man 
in den früher gegebenen Entwickelungen für 



*) Die Vorzeichen der Quadratwurzeln sind hier durch das 
jeweils geeignet zu wählende Intervall von x, resp. t bedingt. 
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«7Iii,r-(m-f2) die Größen einx, co8X, x resp. zu 
ersetzen durch -, -, arctgr/^ 

Für m+w=0 spezialisieren sich die Formeln (F), (F') zu: 
(Fl) T,„ =|tg»» ^ da; =/3;q^ dx : 

F.. «Um /t-— — rrdr bei positivem resp. 

J (1 + T^) * ' 

negativem m auszuwerten^ hat man nur in 
den Formeln (IVf) bis (IVl). reehterhand 

T zu belassen^ y durch — , x durch arctgr, 

1 T 

c durch ----__, s durch -, - zu ersetzen/' 



§ 28. Einfache Integrale der Orappe (III). Der Nenner 
der Integralfonktion Ist die Quadratwurzel ans einer 

ganzen Funktion 2. Grades. 

/dx 
, analog 
, yl — a;2 

gebildete (Illb) /— ist bereits auf 8. 286, sowie in 

j y 1 + ^^ 

§ 2, (23) und § 7, (27), (29) ermittelt worden: 

(mb) /_£^==z(^+yr+^), 

wo rechts und links der Quadratwurzel das nämliche Vor- 
zeichen beizulegen ist. Das Integral möge hier nochmals be^ 
handelt werden, nach einer oft zum Ziele fuhrenden Methode. 

Indem wir etwas allgemeiner yc + a;^ statt yi + ^2 setzen, 
fahren wir eine neue Variable z ein: 

(1) Z^i^^^^^>{X)y 

wo das Vorzeichen der Wurzel dasselbe sein soll, wie unter 
dem Integralzeichen, und wo über die willkürliche Funktion 
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q?(x) 60 verfügt werden soll, daß man auf ein bekanntes 
Elementarintegral zurückkommt. Es wird: 



(2) 4i=-j=+^(^), ^= y^+^ 

so daß vermöge (1) entsteht: 

(3) f ^^ ^ f ^\ 

Man versuche jetzt, q){x) so zu bestimmen^ daß der 
Nenner x + q/(x)']/c + x^ mit selbst übereinstimmt: 

(4) X + q/(x)-\/c + x^ = z =yc + x^^ + (p{x) , 
oder: 

(40 x — (p{x) =l/c+^[l — (f/(x)] . 

Die Forderung (4') wird offenbar auf die einfachste 
Art durch 

(5) q){x)=^x, (p\x) = l 

erfüllt. Da aber / — = l0 (II), so wird in der Tat: 

J \x'^ + c 

Die Formel (III a) werde entsprechend verallgemeinert. 

Im Integrale [-t=- führe man . = ^ als neue Variable 

J ^ä^ — x^ « 

ein, so kommt unmittelbar: 

x 



/Txr f\ f ^^ . X f dx 

(IllaO / — = arc sm— , / — = 



= arc cos — 
a 



. 1 

Da die Summe der beiden Integralfunktionen 



und z== verschwindet, so können sich nach dem Satze (I) 

—^a'^ — x^ 



1 
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des § 1 die beiden rechten Seiten von (Illa') nur um eine 
Konstante unterscheiden. In der Tat ist, nach der Definition 
des aresin und arccos (Difir. § 10): 

(6) arcsrn harccos— = — . 

a a 2 



/dx 
, 
i^^ + c 

und / , z das alleremeinere: 

J ia^-x^ 



/dx _ f ^^ 



wo 



(7) f{x)==ax^ + 2hx + Cy 

und a, b, c beliebige (reelle) Koeffizienten seien. Das Vor- 
zeichen der Quadratwurzel werde etwa positiv angenommen. 

Erster Hauptfall, a positiv. 
Es gilt die Identität: 

(8) af{x) = {ax + 6)2 + (ac - b^) . 

Der Ausdruck 6^ __ ac heißt die ,J)iskriminante" von f 
(Diffr. § 7, S. 67). Je nachdem 6^ — ac positiv oder negativ, 
setze man: 

(9) b^ — ac = ±A^, zl = + y±(62 — ac), 
so dafi (8) übergeht in: 

(80 af{x) = (ax + by + AK 

Um jetzt das Intesral / -== = Vä l *) auf die 

Jim ]H(x)' 

Normalform (Hlb^ zu brmgen führe man 

(10) z = ax + b 
als neue Variable ein. Dann wird: 

*) Die Wurzel vor dem Integral ist positiv zu nehmen; das 
Entsprechende gilt stets im folgenden. 
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also nach Einsetzung des Wertes von ^ (10), gemäß (80: 

(a positiv). 

Zweiter Hauptfall, a negativ. 

Man schreibe die Identität (8) jetzt in der Gestalt: 

(12) —aflx) = (b^ — ac) — {ax + iy. 

Hier kommt nur der Fall einer positiven Diskriminante : 

(13) b^ — ac=+A\ A^+ib^-'üc 

in Betracht, da bei negativer Diskriminante if{x), und damit 
auch das Integral nicht reell ausfallen würde. 
Vermöge der Substitution (10) kommt: 

dx _ 1 r dz _ 1 • . z 
if{x) ~~ -T^äJ 1^^^^ ~ --fZT^^^^^Ä' 

oder bei Einsetzung des Wertes von z: 

/TTT A \ r ^^ /* rf^ 1 . ax+b 

(IIIA) / ■ - — rr^= = / -= == — -= arcsm —i — 

J iax^ + 2bx + c J if{x) -/^ ^ 

ax + b 



arcsm 



— -)/—a +^b^—ac 

(a negativ). 



Ist dagegen a = 0, so tritt ein Grenzfall ein, der aber 

sofort direkt zu erledigen ist. .Dann reduziert sich f(x) auf 

2bx-\-Cy wo b von NuU verschieden vorausgesetzt werden 

darf; denn für 6«0 hätte man das Integral einer Kon- 

1 X 

stauten -— , das nach (I) den Wert -7= besitzt. Für f(x) 

yc yc . 

= 2bX'\-c kommt sofort: 

(inC) / -7^= == -pbx + c . 

Ji2bx + c b 
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Man kann indessen die Frage aufwerfen, ob nicht dies 
Eigebnis (IIIC) direkt aus den Formeln (III A), (HIB) 
für lima = ableitbar ist. Zunächst werden die rechten 
Seiten von (III A) und (IIIB) für Uma = unendlich groß. 
Greift man aber, wie es stets in zweifelhaften Fällen nötig 
ist, auf die ursprüngliche Definition des unbestimmten Inte- 
grals als die eines bestimmten mit den Grenzen ^, x 
{(K variierend) zurück, so erhält man im Falle (III A) 
{a negativ): 



(IIIA) f^'' 
J 



X 

. axA-h . acc + i 

arcsm — ^ arcsm — -. — 



im - i^^ 

Für lima = reduziert sich jeder der beiden aresin, 

da limA = b, auf arcsinl= — , so daß die rechte Seite von 

(IIIA) ein unbestimmter Ausdruck von der Form ^ wird. 
Gemäß der Regel (Diffr. § 17, 1) differenziere man Zähler und 
Nenner nach a und setze sodann im Quotienten a = 0. Bei 

der Ausführung hebt sich der Faktor ]/— a weg, und der 
Grenzprozeß lima = liefert: 



lim f 



dx 



2hx-\-c 2h(x + c 



=V ifi^) * [pbx+c •]/2boc + c_ 



a 



= ^[i2hx + c-^2b(x + c], 



d. i. aber das Resultat (IIIC). 

Entsprechend verfährt man bei der Formel (HIB) 
{a positiv). Es kommt: 



X 



(HIB) I dx ^ 1 j ax + b + '^afix) 

iJ{x) Y^ aoc + b + iäfl^' 

wo die rechte Seite für lima = wiederum die Form f 
anninunt. Differenziert man Zähler und Nenner nach a, so 
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hebt sich y« wieder weg, und da -7- [af{x)] = f{x) + <^j- f(^) 
= f{x) + ax^ y so erhält man abermals (a positiv): 

X 

2bx + c 2hoc + c 






a=oJ ff{x) b [i2bx + c i2b(x+c 
= y [f2bx + c — ^böc + c] 



i. e. (inC). 



Sodann ist noch der Grenzfall einer verschwindenden 
Diskriminante iii Betracht zu ziehen. Dies kann nur im 
ersten Hauptfalle eintreten, da beim zweiten gemäß (12) 

^f(x) wiederum nicht reell sein würde. 

Im ersten Hauptfalle reduziert sich (80 für A = auf: 

(15) af(x):^{ax + by. 
und damit (11) auf: 

(16) /'-^ = -lz(^ + ;.) = ^Z(2^) = ^P^ + Z2], 

oder, wenn man den Bestandteil -=12 in die willkürliche 
Konstante des Integrals wirft: 

(IHBO [- — ^^ _^ ^i^f-^=^l(ax + b), (62 = ac), 
Jiax^ + 2bx + c ^ Jax+b f^^ 

wie es gemäß § 27, (A) sein muß. 

Nunmehr gehen wir über zu den Iniegmlen j^f{x)dx, 

wo f{x) (7) wiederum eine ganze Funktion 2. Grades in x 
sei. Zunächst mögen die den Formeln (Illb') und (JüaT) 

parallel gehenden für Nc + x^dx, NA^ — x^dx aufgestellt 
werden. Durch Erweiterung mit der Quadratwurzel kommt: 

(17) n/c + x^dx= ^ zdx+(x' ^1^- dXy 

J jy^M^ J ic^+^' 



n 
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X 



und, da -r^ == (Vc^ + ^^ > durch partielle Integration, 

y c2 + x^ 

und gemäß (Illb'): 

(18) ffc + öc^ dx=cl(x + yc2 + x^) +x-^c^~+x^—ffc + x^ dx , 

folglich, für positives oder negatives c: 

(Illbi) 2J^x^ + c dx = x-j/x^ + c + cl{x + ^x^ + c) . 
In derselben "Weise ergibt sich, gemäß (Dia') : 

(Illai) 2Jyj2_^2 ß^x = xiA^ — x^ + A^ arc sin ~ . 

Wendet man nunmehr auf das allgemeinere Integral 
'}/f(x)dx dasselbe Verfahren an, wie oben bei /- , 

^ j im 

so erweitern sich die Formeln (Illbi) und (Illai) zu: 
(IIIBi) 2Jif(x) dx = 2Jiax'^ + 2lx + c dx 

_ J_[(aa; + &)y^7p + ^2i(öt^ + ft + y^7P)]^ 
[a positiv; A^== + {b'^ — ac)\] 
(III Ai) 2^}^ dx = 2J'^ax^ + 2lx + cdx 

^ ^ \{ax+\b)i^f{p^+A^aTC8m ^^f^ 

ay — aL A 

{a negativ; A = + yb^ — ac) . 

Im Übergangsfalle a = führe man in H2bx-\- cdx 
e = 2hx + c als neue Variable ein, so geht das Integral 

über in -^l z^de, das gemäß (I) den Wert ^ s^ besitzt ; 

mithin wird: 

(niCi) N2bx + cdx = ^ {i2bx'+cy. 

Wie (IIIC) aus (HIA) oder (HIB), läßt sich auch 
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(III Ci) durch direkten Grenzübergang für Irma = aus'^(IIIAi) 
oder auch aus (HIB,), gewinnen. 

In dem zweiten Ubergangsfalle zl = kommt wiederum 
nur die Formel (IIIBi) in Betracht; man hat ohne weiteres: 

(HIBi) fdxif{x) = -^{ax + b)^ , {b^ = ac), 
J 2aya 

wie auch direkt auf Grund von (15) zu ersehen ist. *) 



Man hätte das Integral uf{x) dx durch Erweiterung 
mit der Quadratwurzel auch in die Gestalt bringen können : 

(19) /yÄ^)d^=/d^ya^2 + 26^ + g=A ?^'"'"^^ ^^ 
J J Jyax^ + 2hx + c 

*) Da y^ = ax^ -}- 2bx -{- c die gemeinsame Scheitelgleichung 
der Kegelschnitte ist (Diffr. § i, S. 42), so ist auf Grund von 
§ 4, V. durch die Formeln (niBJ, (inAJ, (III CJ die Quadratur 
der Kegelschnitte allgemein für den Fall erledigt, wo die o?- Achse 
die eine Achse des Kegelschnittes ist. Im Falle (IIIBJ nimmt 
die Gleichung ü' = aaj'+26a; + c die Form an: ay* = {ax-{-b)* + A* 

oder± — / A \2 — f- / ^\2 == ^f d. i. einer Hyperbel mit dem Mittelpunkt 

y = 0, x = , und den Halbachsen — , -7-^ . Bei (HIA,) er- 

gibt sich entsprechend —. — -^ — r-^ + -. — 7— ry = 1 y d. i. eine Ellipse 



\^al (iCTä) 



mit dem Mittelpunkt y^^O,x= , und den Halbachsen 



Endlich entspricht (HI 0^) die Parabel y^ = 2hx+c=2b\x+^ 

Q 

mit dem Scheitel y = 0, aj = — ^-j- und dem Parameter b. 

Umgekehrt wäre man daher auch von den Quadratur- 
formeln (II), (ni) des § 7 für Ellipse und Hyperbel direkt zu 
den Integralformeln (IIIAi), (niBJ gelangt. 

Aber auch bei ganz beliebiger Lage des Koordinatensystems 
bietet die Quadratur der Kegelschnitte keine Schwierigkeit mehr. 



§ 28. Einfache Integrale der Gruppe (III). 305 

Dann erkennt man^ wie sich das Integral linkerhand 



dem allgemeineren /-— — „ ■ ,- -äx unterordnet. 

] yaa;2 + 26a; + c 

Aber die Auswertung dieser Integrale (für ein posi- 
tives oder negatives^ ganzzahliges m) ist mit Rfieksicht auf 
das Folgende ohnehin unerläßUch. 

Man lege zuvörderst wiederum die Normalintegrale zu- 
grunde: 

-=-dx, (20a) L„,^ —==dx, 

ic + x^ J -^A^-x^ 

Spaltet man in K^n von x^ einen Faktor x ab, und sieht 
= als Ableitung von '^c-{-x^ an, so liefert die partielle 



}c + ä;2 
Integration : 



--=dx==x'^-^lfc+x'^—(m—l)lx^'-^ic+x^dx 

ic+x^ J 

(21) =x^-^i^x''-{m-l)\ ^ ^dx 

J -ß+x^ 



^x^-^}lc-\-x''-c{m-l)Km^i-{m-^\)K„,y 



Wenn der Koeffizient von y^ nicht verschwindet, so lautet die Glei- 
chung des Kegelschnitts (s. diese Sammlung Bd. VIH, § 26) y^— 

1y( (xx-\-ß)-\-{ax'^-\-1hx-\-c)= 0y oder nach y aufgelöst: y=ax-\-ß 

-\-i{ax-{-ß)^--{ax^-\-2hx+c)==ax+ß+'fF{^. Man hat sich auf 
ein Intervall von x zu beschränken, wo die Quadratwurzel einerlei 

Vorzeichen besitzt. Da /(« x-\- ß)dx = —^ -\-ßx, so ist auch jetzt 

gemäß (HEBi), (niAJ, (HCCi) die Quadratur bez. der cc-Achse 
erledigt, und damit auch auf Grund von § 5 (IVa) die Quadratm- 
bez. der ^- Achse. Verschwindet dagegen der Koeffizient von y*, 
so verfahre man analog mit x^. 

Verschwinden endlich die Koeffizienten von x^ und y*, so 
ist die Gleichung des Kegelschnitts (Hyperbel) von der Gestalt: 

y = 7—3 > 'W'o c von «N^ull verschieden sein muß. Dann führe 

cx-{-d^ 

man in / — J-= dx die neue Variable ^ = cx-{-d ein, so geht 

•' ex "T~ CL 

das Integral über m -j ' — ^ <i^ = -ä^H r — ^^* 

C J ^ c c 

W. Fr. Meyer, Integralrechnung. 20 
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und damit die Bekursionsformel: 

(G) mKm + c{m—l)K„,^2 = x"'-^-^c + x^. 

Für ein ganzzahliges m führt die sukzessive Anwendung^ 
von (G) schließlich auf ein Bestintegral von einer der Formen 
Kq, Kl, JT-i, das jeweils auf direktem Wege bestimmt 
werden muß. Zunächst ist (s. S. 298): 

(inb') Äo = f, -^.^ -=i{x+ fc+x^ . 

Weiter ist unmittelbar: 

Um drittens das Integral Ä_i = JSL_i(ir)= / — dx 

J xyc + x^ 

zu ermitteln, bediene man sich der Substitution: 

,_^, 1 dx 1 

22 x== , —- = — — , 

^ ^ z dz z^ 

so entsteht: 

(23) K^i(x)^- [ ^1_ . 

Ji^' + i 

Von jetzt ab trenne man die beiden Fälle eines positiven 
und negativen c: 

(24) c=±AK 

Im ersteren Falle führe man u = Az als neue Variable 
ein, so geht K^i{x) über in: 






A 
[nach (Illb)], mithin erhält mau nach Wiedereinführung von x : 

(iii^) K..^-\i^+^^^'-=-^,-ii±±Jl^-i, 

A X \' c •^ 

(c positiv, =zf2). 
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Auf demselben Wege ergibt sich für ein negatives c=—A^ 
nach (Illa): 

(IIIÄ'O J5lLi = — 7 arc sin — = ; arc sin , 

{c negativ, =— J^). 

Nunmehr werden, wie bei (IVi) bis (IVJ, behufs Ver- 
wendung von (G) zur expliziten Darstellung von Äi„, die vier 
Fälle eines positiven und negativen, geraden und ungeraden 
m unterschieden. 

Erster Fall, m positiv, gerade. 

Setzt man die Formel (G) fiir die Indizeswerte m, w~2, 
...2 an, und zieht zusammen, so kommt, gemäß (Illb'): 



(Dil) 



K. 



m 



-h 



X' 



m 



ic+c^ 



-dx 



= —xYc+x^ 
m ' 



^-2 ^^-4^-1 , ^.^- >-l)(^-3) ^_ 



m— 2 

—2 1 

+ (— 1) 2 c 2 o; 



(m-2)(m-4) 



»»-2 fn-2 ^(m-l)(m-3)...3 



(m— 2)(m— 4)...2J 



(m positiv, gerade). 

In derselben Weise entsteht auf Grund von (Jllß): 
Zweiter Fall, m positiv, ungerade: 



(in^) 



^» 



ic + x'^ 



yö+x^ 



m 



^ 1 «. oW»— 1 , o^ .(m — l)(m— 3) , 



m~-2 



(w-2)(m — 4) 



m-3 m-3 (^_1) (^_3) ... 4 



+(— 1) 2 c 2 a; 



2 



(m— 2)(w— 4)...3 



+(-1) ^ c 



"»-^ "»-^ ^ (w— l)(m-3)...2 



2 



a;^ 



(m— 2)(m— 4)...1J 



20- 
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Nunmehr sei m negativ, ^^—jLif so nimmt (G) die Ge- 
stalt an: 

(25) fiK.^ + (fi + l)cK.^^+ty ^+Jc + x^, 

oder für /x + 2 = v: 

(Gl) c(r-l)ii:_, + (r-2)7L.(,_2) = -^yM^'S 

woraus im Besondern für v = 2 folgt: 

(250 cZL2 = --yc2 + a;2. 

Dritter Fall, v positiv, gerade. 

Das Restintegral ist JEL2 (250, somit ergibt sich: 



J a^fc + -' 



= --fc + x^ 

V — 1 



X" 

1 r_, 1 ^f-.v-2 



c* -c 



.xr-^ ^-8 r — 3 



1 1 f-» (v-2)(v-4 ) |( i.fl, (^-2)(v-4)...4 

■^a?— * (v-3)(v-5) ^-"^^ ^^ a;» >-3)(v-5)...3 

+ ^-l> -^ (v-3)(v-5)...l j' (" posiUv, gerade). 

Vierter Fall, r positiv, ungerade. 

Das Restintegral ist jetzt jSLi, für das, je nachdem c 
positiv oder negativ ist, der Wert (III/80 resp. (111/8") zu 
substituieren ist: 

(III,) c^K..==c~^f ^"^ 



aric + x^ 

— ^ic+x 

V — 1 



1 f^ 1 ,-7-^-2 

1 ;-7-I(^-2)(v-4) .. ;4^1^>-2)(r-4)...31 

^ar-* (v-3)(r-5) ^-'^^ ^'' a;« (r-3)(r-5)...2j 

;-^ (v-2)(r-4)...3.1 
+(-^) (.-l)(v-3)...4.2^'' 
(v positiv, ungerade); 
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1 -/c+Vc+i* , ... > 
l- (c positiv) 



^1= 



y-e 



X 



arcsm-^ (c negativ) 



Ganz analoge Entwickelangen gelten far das Integral 

dXy (c positiv, = J2). . 

Indem man jetzt die Integralfunktion zerlegt in das 
Produkt (— /y.'»*— 1)/ -— - - j = (— . iK*»— 1) (]//! >- .^gy, und par- 

tielle Integration anwendet, erhält man die zu (G) parallele 
Rekursionsformel : 



Durch wiederholte Anwendung von (G^ gelangt man 
schließlich zu einem Restintegral von einer der Formen 
Lq9 LifL^i, Man erhält genau entsprechend den Formeln 

(Hibo, (in^s), (in^): 



X 



, = arc sm-r , 



X' 



(IHa) Li = 



=/ 



xdx 



yJ2_r^ 



(HI 



1 A+iA^ — x^ 



J xfÄ^-x^ ^ 
Erster Fall, m positiv, gerade: 



X 



(Hli) L„, 



C x^ 



^ , xl^c — x'^ 

ax== 

^2 m 



j;m — »_|_^/pl 



m — 4 



m — 1 



m-2 



m—2 



|^.^,n-« (^-l)(^^-3) ■ _L. 2 



(m — 2)(m-4) 



+ ...+C 



ä; 



^ (m— l)(m — 3)...3 
* {m-2)(m -"4)..T2J 



^(m-l)(w-3)...3.1 . ^ 

m(m — 2)...4'2 yc 

(m positiv, gerade; c positiv). 
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Zweiter Fall, m positiv, ungerade: 



(Uli) Un = 



j fc-x 






X 



2 



X 



m — 1 



-\-CX 



m — 8 



m — 1 
m~2 



+c2ir' 



2 «»»♦» — 6 



^ >-l)(m-3) 
(m — 2) (w^ — 4) 



m— 8 



+ ...+C 



rc 



(m— l)(m — 3)...4 

(m-2)(m-4)...3 



t» — 1 



+ c 



2 



X 



^ (m-l)(m — 3)...4-2 
""(m-2)(m-4)...3-l'J' 
(/w positiv, ungerade; c positiv). 

Im Falle eines negativen m = — /x = — (r — 2) nimmt 
die Rekursionsformel (G^ die Gestalt an: 

(Gi) c{v - 1)X_, -{v-2) L_ (,_2) = - -^ y^ ri;2 . 



Dritter Fall, v positiv, gerade: 

dx 1 



(III^) C^L-r==C 



x'^Yc^ 



X' 



-^c — x'^ 



i- 



La^ 



— 1 



c"2 %->2 c^ %v-2)(y-4) c My-2)(y-4)...4 



+ 



c0(^-2)(i'-4)...4.2 



rzj (i^-3)(v-5)...3.lj' 
(v positiv, gerade; c positiv). 

Vierter Fall, v positiv, ungerade: 

dx 
x'"^c — x'^ 



V 1 V — 1 

(Uli) C~^ L-r=C 2 



1 / -» ö 

= — ~ —yC — X^ r 



v — s 



1 — 5 






r — 7 
^ 2 ' 



o+-:.r .^- 



(v-2)(v-4) 



.r^-^r — 3 ' ^-ö(r— 3)(v— 5) 



+ ... + : 



c0(v-2)(v-4)...3 



a;2(r-3)(r-5)...2J 



_(y-2)^v — 4)...3.1 1^ yc+fc — x^- 
(v ^ l)(v - 3j . . . 4 . 2 * yc X 

(v positiv, ungerade; c positiv). 
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Auf Grund der in den Fonnelgruppen (Uli, . . . 1114); 
(nii, . . . TTT4) ausgewerteten Normalintegrale Km, L^ gehen 
wir über zu den allgemeineren Integralen von der Form: 

iax^ + 2bx + c Jim 

WO m wieder eine positive oder negative ganze Zahl sei. 
Bei positivem m trenne man die Fälle eines positiven und 
negativen a, bei negativem m die eines positiven und ne- 
gativen c. 

Erster Fall, m positiv, a positiv. 
Vermöge (8') wird, wie bei (IHB): 

(27) J-^ = y^/-^=___-^_-, j = +y_|-(62_«c). 



Die Substitution: 
(10) z = ax + }>, ~^^=1 

führt das Integral J„i, das jetzt genauer mit Jn%{^ bezeichnet 
werde, über in: 



ds 



(28) M.)J^ f ia^_ -.d.==-'- - f^pM 

oder, wenn man (;? — 6)"* nach dem binomischen Satze 
(Diffr. § 6) entwickelt, gemäß der Definition von K,n (29): 



(20) K„,{js)^f-^^, J2_ + (62_^c): 



0*'^dz 

a^dx 1 

fax^ + 2 bx + c a"'^a 

+ m262X-„._2(^)-...+(-l)-6'»ÄoW], 

[m positiv, a positiv; z = ax-\-b), 

wo m^ , /Wg j • . • die zu m gehörigen Binomialkoeffizienten be- 
zeichnen, und die TT,,,, iLi„_i . .. den Formeln (IITi), (III2) 
zu entnehmen sind. 
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Zweiter Fall, m positiv, a negativ. 

Auf dieselbe Weise entsteht, gemäß der Definition von 
L^ (20a): 



(20 a) 






,/ » . ^,- "?^= ...r- [J^m(^)— ^«1?^ A«-l(^) 



ÄJ'^^diC 1 

+ m262i„_j(^) - ... +(~ l)-6-io(^)], 
(m positiv, a negativ; = ax + b). 



Ist dagegen der Index m in (26) negativ, =-—u, so 
bediene man sich vorerst der Substitution: 

(29) « = ^, |^ = -V 

X du u^ 

so verwandelt sich das Integral e7_^,, wie folgt: 

(30) e7-^u(^) =- / ; = — / -, , 

J xf']fax^ + 2hx + c J ycü^+Jbu + a 

oder, wenn man lieber ju+l für ju setzt: 
(3O0 J-_o.+x,(a.)=|^^ '^•^ 



-/ 



]/a^2 + 2&^ + c 



ycM2 + 26w + a 



(/i=-0,l,2...). 



Das Integral J mit einem negativen Index — (// + 1) 
ist dadurch auf ein ebensolches mit einem positiven Index fi 
zurückgeführt, nur daß in letzterem die Reihenfolge der 
Koeffizienten a, &, c umgekehrt ist, also in genauerer Be- 
zeichnung: 

(30') J-.^^i){x] a,h,c) = — J^{u] c;b,a), xu = l. 

Das neue Integral e7^(w; c, &, a) wird nunmehr genau 
ebenso behandelt, wie soeben das Integral J„i{x; a, h,.c) in 
(insi) und (IIIn«), wobei K„,{z), L„,{e) aus (20), (20a) 
zu entnehmen sind. Die Größe A- ändert sich dabei nicht. 
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Dritter Fall, [i positiv (inkl. 0), c positiv: 

(III Ng) JL („ _L 1) ix) = / 

ci*yc 
+ /i3 h^K^^iiz) -...+(- lYh^K,{g)] , 

{jLL positiv, inkl. 0.; c positiv; ^== — f-&). 

X 

Vierter Fall. /* positiv (inkl. 0), c negativ: 

(IVn,) J_o.+i)(a;) = /' , ^'^ 

cy— c 

{fi positiv, inkl. 0; c negativ; jef = — h&)- 

Im besonderen ergibt sich aus den Formeln (IIlKg),(IIIt(4) 
für A« = 0, auf Grund der Formeln (inbO, (lüa') für 



a;yo^2^26a; + c J x'}/f{^ 
1 



y^ 






? 



Z 



ftic + c+l/cA») 



a; 



(IIlNi) 



i) J_,(^) = / 



(c positiv); 
dx f dx , 1 7- / ^ , i,\ 



J x^ax^-\-2hx+c J x'^f(xj f--c 



= + 



arc sin 



-^+6 

a; 



fc negativ, /< = + 16^ — ac). 



1 . fe:r + c 

arc sin 



a:J 
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Man hätte für das Integral Jm(^) (26) auch direkt eine 

Bekarsionsformel aufstellen können. Da =\}lf{^)i)ty 

so wird vermöge partieller Integration: 

(31) f^^^p3 dx = aJ„ + hJ^-^ = fx«'-^ [y/^ ]'dx 
J ffi^) J 

_ 7 im 

folglich: 

(H) amJ„, + b(2m-l)J„,^^ + c{m-l)J„^2 = x^-''ff{^)- 

Es würde sich aber nicht empfehlen^ durch wiederholte 
Anwendung dieser Bekursionsformel (H) das Integral Jm 

als explizite Funktion von Jq, x und '^f{x) darstellen zu 
wollen. Dagegen eignet sich die Formel (H) sehr wohl zur 
numerischen Berechnung von J,„ för kleine Werte von m. 
So erhalt man z. B.: 



{HJ 



aJ^==-hJo+yf(x), 



2! a2e72 = Jo(362-ac)+V7(^(aiP-36), 
3! a3e73 = 3feJo(3ac-562) 

+^f{x)[2a^x^-babx + 15b'--4ac], 

usw. 



Die Berechnung von Jl_i ist auf Grund von (H) nicht 
möglich. Setzt man indessen^ wie oben^ x = — , so kommt 
direkt: 

(H2) J^i{x; a, l, c) = -Jo(-^-; c. ^ «) 

••• 
in Übereinstimmung mit (30'). 
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Endlich ist noch die Erweiterung der Formeln (lEIfi^g) 
und (ni»^) auf Integrale von der Form: 

erforderlich. 

Vermöge der Substitution: 

{33) x — (K = u 

nimmt das Integral B—^^i) (32) die Gestalt an: 

<34) E^(u4-i)(x—(x; a, b, c)= I , - _- 



=(. 



f^+^iau^ + 2uf[{oc) + f(oc) 

Die rechte Seite ist ein Integral von der Form e7L(^+i), 
nur daß die Variable jetzt u = x — (k ist, und die Koeffi- 
zienten der quadratischen Form unter der Wurzel die Werte 
^f /iW> f(pO besitzen, d. i: 



<ins) i?_(^+i)(a; — öc; a, b, c) = 



r dx 

J (x — ocy+^ 



im 

Der besondere Fall ju = möge des Näheren ausgeführt 
werden. Setzt man: 

<35) <p{0) = z^f{oc) + 20f,{oc) + a, z^ ^ 



X — (K 

SO ergibt sich zuvörderst auf Grund der Formeln (lUB), (HIA) : 



<36) / --^=_lj [il^ + /,(«) + f/-(«)-y^^^^ 
{x-oC)-\lf{x) ifix) 



X — a 



(/(«) positiv, Ä = - — -); 
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(360 



dx 



= + 



{x-ooif{x) y-7(«) 



arc sm 



{f{(x) negativ, z = 



X— (K 



)• 



In der letzten Formel besitzt A genau den früheren 
Wert i^—ac, da man leicht bestätigt^ daß die Diskrimi- 
nanten von q){0) und f{x) übereinstimmen: 



(37) 



[fi{oc)]^-af{(x) = h^-ac. 



so 



Substituiert man in (35) für is seinen Wert 

kommt: x — oc' 

(38) ^ (-^) = (^3^ [^(^) + 2/1^.^) (a^-oc) + a{x- ocn 

oder, da auf Grund des Taylorschen Satzes (Diffr. § 19) 

(39) f((x) + f\(x) (x-(x) + a{x- oc)^ = f{x — oc + (x) = f{x) : 

Damit geht aber (36) in die einfachere Formel über: 

dx _ _ 1 /(ix) + (x — o (.) A («) + ifi öi)^xj 



(36) 



{x-x)ifix) 



x — oc 



im 

[f{oc) positiv]. 

Hier, wie in (36^ läßt sich das Aggregat /(^x) + {^—^)fi(<^) 
noch übersichtlicher darstellen. 

Man erhalt, da f{a) = (x{a(x + 1)) + (boc + c) : 

(41) f(cc) + {x- oc)f, (öc)^x{a(x + i) + (b(K + c), 

oder wenn man mittels zweier Größen ß, y homogen schreibt: 



(410 



/(a) + (a;-a)A(a) = i 



= i 



df Bf 



« 



6tx 

dl 

dx 



+ß 



er 



§ 29. Integrale der Gruppe (IT). 317 

Damit nehmen die Formeln (36), (36') die durchsichtigere 
Gestalt an: 



^TTT + P 



cx Sy. 



[/*(a) positiv]; 
(111^2) / — = + - 7- arc sin 



+ y/(^) A^) 






{x-oc)ifipö) i-f{oc) {x-a)A 

[f{(x) negativ], 

wo hinterher wieder ß und y durch die Einheit zu er- 
setzen sind. 

Die bisher behandelten Integrale der Gruppe (III) haben 
die gemeinsame Eigenschaft, daß die Integralfunktion eine 

spezielle rationale Funktion B von x und ^f(x) ist. 

Man wird daher die Frage aufwerfen, ob nicht jedes 

Integral von der Form j B[x,'^f{x)]dXy wo JB eine belie- 
bige rationale Funktion ihrer beiden Argumente und f(x) 
eine ganze Funktion 2. Grades in x bedeutet, auf jene 
speziellen Integrale zurückführbar ist. Um diese wichtige 
Frage zu beantworten, bedarf es vorab des Ausbaues der 
Gruppe (II) in der Richtung, daß irgend ein Integral von 
der Gestalt jB{x)dx durch elementare Funktionen aus- 
gewertet wird. 



§ 29. Integrale der Ornppe (II). 

Bie Integralftmktion ist eine rationale Funktion von x. 

Algebraische Division nnd Parüalbrnchzerlegung. 

Der Gruppe (11) liegen die Normalintegrale zugrunde 
(s. S. 281, 2_85): 

(Ha) j^— = a.Tcigx, 
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(Hb) f-^ = ii\±^, 

^ ^ J 1 — x^ ^ 1—x 

wo, wie im folgenden, stets die Regel A. des § 27 zu be- 
achten ist, daß das Argument des rechtsstehenden Loga- 
rithmus positiv zu nehmen ist. Die Formel (II) erweitert 

/dx 
= l(x—(x) und damit zu: 
X— oc ^ 



dx 



X — ß x — v 

==Al{X'-(x) + Bl{X''ß) + .,. + Nl{x — v), 

wo die Ay B,... N] oc, ß,-" v feste Größen bedeuten» 
Denkt man sich in der Integralfunktion linkerhand die n 
„lineamenner** x — (Ky x — ß,... x — v heraufmultipliziert, 
so wird sie zu einer rationalen Funktion R(x) von x, deren 
Nenner eine ganze Funktion vom Grade n ist, während der 
Grad der ganzen Zählerfunktion jedenfalls <n ausfällt. Man 
sagt dann, daß R(x) in „Partialbrüche" zerlegt sei. 

Von diesem Gesichtspunkte aus ordnet sich (Hb) leicht 
der Formel (11') unter. Man mache den Ansatz, da x^—1 
= {x+l)(x-l): 

m 1 _ Ä B __x(A + B) + {Ä-B) 

^^ x^ — i~~x — l~^x+l~ x^—l ' 

wo A, B unbekannte, aber feste Größen seien. Die Iden- 
tität (1) wird jedenfalls erfüllt, wenn A + B^O , A — B 
= 2A= 1 , also ist: 



(2) --i^^i 



+ 



a;« — 1 naj — 1 ' x + H' 
somit gemäß (HO) übereinstimmend mit (üb): 

(Hb) f-^ = :^[l(a:-l) + l{x+l)] = il^. 

Ehe dies Verfahren auf andere rationale Funktionen 
ausgedehnt wird, mögen erst die Formeln (IIa) und (IIb) 
nach dem Muster des § 28 erweitert werden. 
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/doc oc 

-Yj—T^dx führe man -t- als neue 

Variable ein^ so ergibt sich ohne weiteres: 

/'dx 
TT,— V, wo, wie in 

§ 28, (7), (8), (9), (8'): 

(3) f(x) = ax^ + 2bx + c, 

(4) af{x) = {ax + byT^^, A = +y±^^^ä(ij . 

/dx 
-XT-T die Größe ax + b als neue 

Variable ein, so wird das Integral, je nachdem die Dis- 
kriminante b^ — ac negativ oder positiv ist, auf eine der 
beiden Normalformen (11 aQ, (übO reduziert: 



<°^^ fmr lax^+tbx+c ^^'^*^ 



ax + b 



f{x) J ax^ + 2bx + c A ^ A 
(ac-62>o, A = +iäc~—¥)] 



<"«) i-M 



dx 1 ^aX'^b—A_ 1 jX—x^ 



f(x) J ax^+2bx+c 2A ax+b+A 2A x—x^' 
{b^ — ac>0, A=^+ß^ — ac), 

wo unter x^, x^ die beiden Wurzeln der quadratischen 
Gleichung f{x) = (^ zu verstehen sind: 

(5) - {->^^^_4. 

^ y x^ a 

* 

Es treten, wie in § 28, zwei Grenzfalle ein, je nachdem 
a oder A gegen Null konvergiert. Die bezuglichen Grenz- 
prozesse sollen wiederum an den Formeln (IIA), (IIB) selbst 
vorgenommen werden. 
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Erster Grenzfall: lim4 = 0. 

Geht man von (IIA) aus, so erkennt man die TTn- 
bestimmtheit der rechten Seite an der Darstellung: 



(6) 




dx 

m 



, ax + h , aoc + b 

arc Ig— ^1 arc tg— ^ — 



wo die rechte Seite für limJ = in der Gestalt ^ erscheint. 
Differenziert man gemäß Diffr. § 17, I Zähler und Nönner 
nach zJ, und setzt alsdann J = 0, so kommt: 



lim 



aoc-^b 



ax + b 



Xa(x+by + A^ 



<- 



(ax + by + A^ 

1 Y 

ax + blo^ 



aoc + b ax + b 



In der Tat ist direkt auf Grund von (II) ersichtlich, 
daß für J = 0: 



(HC) 



fdx f 



dx 



f(x) J {ax + by ax + b 



Geht man dagegen von (HB) aus, so ersetze man nach 

2A 

(5) in der rechten Seite von (IIB) % durch iCgH , dann 



besitzt wiederum -^z-rl 

2A 



1- 



2A 



a 



für limJ = die Ge- 



a(a? — ojg). 
stalt ^. Die Differentiation von Zähler und Nenner nach A 

liefert aber, da limÄ;2== wird: 



a 



l 



lim 



1- 



2A 



a(x — X2) 



ax + b' 



2A a(x~x^) 

i. e. die Formel (HC). 

Zweiter Grenzfall: lima = 0. 

Hier kommt nur die Formel (HB) in Betracht. 



1 
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X 

/dx 

% 



m' 



r.is 1- r^^ 1- 1 Jax-\-h — A a(x-\-h + A\ 



(X 



Es wird \\mA = l, lim ^^"|", , , ==1, während für 
den Quotienten lim '^ j = — die DiJGFerentiationsregel 

a = 0<iOC+0 — J 



liefert: 



.+ ^ 



2A 2hx + c 

hm = ^r^; — , — , 

fl=o , ^ 2ioc + c' 



dx f dx 1 



mithin: 

lima=0 

wie wiederum direkt aus (II) hervorgeht. 



Um nunmehr die Partialbruchzerlegung (2) auf all- 
gemeinere rationale Funktionen zu übertragen^ und dadurch 
das Integral einer rationalen Funktion auf die Gestalt (Hf) 
zu reduzieren, bedarf man einiger HUfssätze aus der Algebra. 

J. Algebraische Division. 

Nach den Elementen der Zahlenlehre (s. diese Samm- 
lung Bd. VI, § 15) läßt sich durch Division ein Bruch -=- 

von zwei (positiven) ganzen Zahlen a, 6, von denen a^b 
sei, in die Form bringen: 

(8) f=»H-f 

wo der „Quotient'^ q angibt, wie oft & in a enthalten ist, 
während der „Eest" r eine ganze Zahl <h bedeutet. Falls 
r=0, und nur dann, sagt man, b gehe in a auf. 

W. Fr. Meyer, Integralrechnung. 21 
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Anah^ fragen wir hinsiditlich einer rationalen Fanktioa 
von X, ob nicht mit alleiniger Hilfe der vier Spezies eine 
Identität von der Form: 

(9) K^c^^(j,) + |g oder <fix) = Qix)v{x)^B{x) 

ableitbar isty wo q>(jx:)9 yf{x), Q{x)^ ^{^ ganze Funktionen 
von 'X bedeuten^ wo der Grad m von \p{x) den Grad n von 
€p{x) nicht übersteige^ und der Grad von IL{x) kleiner sei, 
als m. 

Der Koeffizient von 2:^ in y^(:i;) darf gleich der Einheit 
angenommen werden (da man andernfalls mit ihm in q){x) 
und ip{oS) zugleich hineindividieren könnte); man sdu-eibe 
abkürzend: 

(10) (p(x)^a(y3(f* -\- ...y v;(x) = x'*+ ..., (n^m). 

Dann ist: 

«1 
n 1 ) fp(x) a^x'^—^tpix) --= li^ {x) = ^i^;"! + . . . 

eine ganze Funktion von x^ deren Grad n^ sicher kleiner 
als n ausfallt^ da der Koeffizient von af^ linkerhand verschwindet. 
In dem besonderen Falle w = w, oder auch, für n>w, 
wenn n^ bereits <m sein sollte^ ist damit bereits eine 
Zerlegung von der Art (9) erzielt. 

Ist aber n>m und n^^m, so ist wiederum: 

(12) H,(x)- q,o(f'i-^^'tp{x) = R,(^) = q^x*'-+... 

iune» ganze Funktion von einem Grade Wg <n^. 

Die Einsetzung von Bi{x) aus (12) in (11) liefert: 

»»2 

(13) (p(x)=^^p(x)[aoX*^-^ + q,x*^^-^*] + R,{x), (n^Kn^Kn). 

Ist hier Wg bereits <m, so stellt (13) die gewünschte 
Zerlegung (9) dar. 

Andernfalls fahre man in derselben Weise fort und bilde: 

(14) [{^(x)~q^o(f^-^*y^(x)=^Il,{x)=^q^x^^-+..., 
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so ist der Grad Wjj von Iis(o(^) wiederum <n2, und (13) 
geht über in: 

(15) (p{x) = i/;(jr)[ao^"-"» + q^x"^-*" + q^x'"^-"^] 

+ R^{x), {n^<n^<n^<n). 

Nach spätesteus n — m+1 solcher Schritte (11), (12), 
(14),... ist das Ziel erreicht, d. h. man hat die Zerlegung: 

(J) (p(x) --= y;{x)[aQX"-'^ + g^io;«»-«» + q^x''*-**' + . . .] 

e < »» 

+ R(x) = y^(x)Q(x) + R{x), 

wo Q(x) eine ganze Funktion des Grades n—-m darstellt, 
und der Grad q von R(x) sicher unter m herabgesunken 
ist, da: 

(16) n — {n~- m + 1) = m — 1 . 

In Analogie zu (8) nennt man Q{x) wieder den „Quo- 
tienten" bei der „algebraischen Division" von \p{x) 
in (p{x) und R{x) den „Rest". Ist im speziellen R{x) iden- 
tisch Null, so sagt man wiederum, y){x) „gehe in (p{x) 
auf". Das Ergebnis werde in dem Satze zusammengefaßt 
(s. diese Sammlung, Bd. IV, § 56): 

J. „Durch das. dargelegte, mit alleiniger 
Hilfe der vier Spezies ausführbare Verfahren 
der algebraischen Division läßt sich eine 

CD (x) 

rationale Funktion ^-V-r, wo der Grad des 

yj{x) 

Nenners \p{x) den des Zählers <p{x) nicht über- 
steigt, zerlegen in einen Quotienten Q{x), 
der selbst eine ganze Funktion ist (vom Grade 
n — m), und eine weitere rationale Funktion, 
für die der Grad des Zählers (Restes) R{x) 
kleiner ist, als der des Nenners y;{x)J^ 

Bisher ist stillschweigend angenommen, daß nicht etwa 
(p{x) und ip{x) selbst eine ganze Funktion xi^) ^^^ gemein- 
samen Faktor besitzen. Wäre dies aber der FaU, also: 

(17) (p{x) = x{^)9'i{^) y W{^) = X[^)Wi{^)y 

21* 
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wo <pi y y^i wieder ganze Funktionen von x seien, so geht aus 
dem eingeschlagenen Verfahren unmittelbar hervor, daß jener 
Faktor x(x) auch im Reste Il{x) aufgeht. Durch Hebung 
dieses Faktors in der Zerlegung (J) erhält man die ent- 

sprechende Zerlegung*) für die rationale Funktion 

= : i ' Man darf daher bereits annehmen, daß w(x) und 
yj^(x) 

\p{x) keinen solchen Faktor xi^) gemein haben oder daß 

sie „teilerfremd" sind, oder was dasselbe bedeuten soll, 

w (x) 
daß die rationale Fimktion -^-7-^ in „reduzierter*^ Gestalt 

vorliegt. ^(^) 

Geht man nunmehr zu den bezüglichen Integralen über, 

so wird: 



n 



da aber das Integral von Q{x) gemäß § 26, (la) direkt angebbar 

ist, so ist vermöge (J^) die Integration einer rationalen 

Funktion auf den Fall zurückgeführt, wo der Grad des 

Zählers kleiner ist, als der des Nenners. 

w (x\ 
K. Zerleffuns: einer rationalen Funktion ^-7-: in 

Partialbrüche, wenn der Nenner y}{x) als Produkt von 
lauter verschiedenen Linearfaktoren gegeben ist. 
Es sei also: 



in 



(18) y){x) = (x — Äi) (^ — Äg) . . . (a? — (Xf^) , 

\^l "I ^2 "T~ ^8 ~T~ * • * ~T~ ^u) ) 

und der Grad von (p{x) bereits kleiner als der Grad m 
von ^(iP). 



*) Auch wenn der gemeinsame Faktor x(^ unbekannt ist, 

läßt er sich durch Fortsetzung der algebraischen Division ermitteln. 

w ioc) 
Man bilde für ^^ die entsprechende Zerlegung, usf., so gelangt 

man schließlich zu einem letzten Beste, der mit x (^) selbst über- 
einstimmen muß. Durch Division mit x{^) ^^ 9^{^) resp. yf(x) 
ergeben sich <Pi(x) und v'iC^)- 
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Man bilde den Ansatz: 

(19) m^^i_+^A^+...+ ^. 



y){x) x—oci x—(X2 x — (Xf^ 

mit unbekannten Konstanten A^, A^y.,, A^, Durch Herauf- 
multiplikation mit dem Nenner \p{x) geht (19) über in: 

(20) cp(pc)^A^ {x— öCg) . . . (iT — oCft) 

+ ^(^ — ^i) (^ — ^s) • • • (^* — ^f*) + • • • 
+ A^,{x — ^i) {x — Äg) ...{x — 0Cf,-i) . 

Setzt man in dieser Identität für x der Reihe nach 
die Werte oc^, 0^2 ^ • • • ^n^ so ergeben sich sofort die A^ : 

(21) A, = ^-^ 

I 

(i = 1 , 2 ,,,.jLl) . 

Hier läßt sich der Nenner noch kürzer darstellen. Setzt 
man etwa: 

80 ergibt sich ohne weiteres: • 

(23) y^'i^t) =- Xii^i) 

= (ä,-— Äi) (a,~ Äg) . . . {oci— (Xi-i) ((Ki—(Xi^i) . . . (oci— (x^) j 
so daß (21) die Form annimmt: 

(210 ^. = ^' 

womit der Satz gewonnen ist: 

K. „Die rationale Funktion 
(p{x) (p{x) 



W (^) (^ ~ ^1) (^" "" ^2) • • • (^ — ^^) ' 

wo der Grad (}es Zählers cp{x) kleiner sei, 
als der des Nenners y)(x) j und die (x^y (x^,»-» 
a^ alle voneinander verschieden sind, läßt 
die Zerlegung in Partialbrüche zu: 

(K) ^^ = V -^^^ 1 
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Gemäß (11') gilt daher die entsprechende 
Integralformel: 

J llf{x) J [X — dXi) {X — OCy) . . . 



{X — (Xf,) 



t = u 

2 






Mit der Formel (K) ist zugleich noch ein anderes 
Problem der Algebra erledigt. Multipliziert man wieder mit 
y)(x) herauf, so erhält man die Identität: 

(Ko ^(x)= y^M ^(•^•) 

= y w(öc)^^~ ^_i^(^~^ß) ' • • (^ — a,-_i)(^ — a,_f.i) . . . ( x — oc^) 
^ ' («*— öCi)(a,~a2)...(a,— a/_i)(a,— a.-4.i)...(a,— a^j' 
wie sich auch direkt bestätigt, wenn man links und rechts 
der Variabein x die Werte öCj , öCg , . . . öc^ beilegt. 

Denkt man sich jetzt in (K^) die (p(iXi) als gegebene 
Werte, so hat man den Satz: 

Kj. „Eine ganze Funktion {p(x) von einem 
Grade </a, die für fx vorgelegte, verschie- 
dene Werte öCj, öCg,... öc« die gegebenen Werte 
(p{(Xi)f <^(a2),... 99(a^t) annehmen soll, läßt sich 
in der Gestalt (K^) darstellen." 
Man bezeichnet diese Aufgabe als die der „Inter- 
polation^^ einer ganzen Funktion und die Darstellung (Kj) 
als eine „interpolatorische^^. Die Formel (K^) heißt die 
„Lagrangesche Interpolationsformel". Vgl. auch 
diese Sammlung, Bd. VI, §§ 66, 67. 

§ 30. (Fortsetzung.) Zerlegung einer rationalen Funktion 

in Partialbrfiche , wenn der Nenner ein Produkt von 

vielfachen Linearfaktoren ist. Integration der 

rationalen Funktion. 

Sei jetzt ?/;(./:) eine ganze Funktion der Form: 

(1) y^{x)^{x~o,Y{x^ßy{x~yY../, (oi .\ ß-My^ ...) , 

wo einer, oder einige, oder auch alle Exponenten fx, v, ^ . . . 
die Einheit überschreiten, während (p{x) wiederum eine ganze 
Funktion bedeute, deren Grad kleiner sei, als der von yj(x). 
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Man bilde den Ansatz: 

und versuche die Zähler k{x), ^{x)^V[x).,. als ganze Funk- 
tionen von Graden, die kleiner als resp. fjbyVyTt.,. sind^ so 
zu bestimmen, daß sie der Identität (2) genügen. Es genügt, 
die Aufgabe iur irgend einen der Zähler, etwa K[x)y zU 
lösen. Man setze: 

(10 w{^)^{x-(xYx{x), x{^)-={^-ßy{^-7Y"'y 

so kommt durch Herauf multiplikation von \p[x) in (2): 

(3) cp{x) = k{x)x{x) + {x-cxY[], 

wo die eckige Klammer eine ganze Funktion andeutet, deren 
Kenntnis für das Folgende nicht erforderlich ist. 

Fügt man zu der Identität (3) die /^ — 1 weiteren 
hinzu, die entstehen, wenn man (3) 1 mal, 2 mal ...,(// — l)mal 
nach X dififerenziert, und setzt sodann jedesmal a; = a, so 
fallen die von der eckigen Klammer herrührenden Glieder 
heraus und es resultieren fj, lineare Gleichungen für die fi 
unbekannten Koeffizienten von A(^). 

Es empfiehlt sich, k{x) nach dem Muster der Taylor- 
schen Reihe in der Gestalt zu schreiben: 

(4) A(^) = A + A(^*-^) + -2!'^2('^-^? + ^A(^-^)' 

und überhaupt den i^^ Differentialquotienten oß^{x) einer 
Funktion (d{x) mit dem Nenner i\ zu versehen, also zu 
setzen: 

(5) -. ^ Oi^^ {X) = (Di (x) . 

V m 

Man hat dann: 

(6) Ai{oc) = Äi. 

Behufs wiederholter Differentiation von (3) bedarf man 
der Formel für die w*^ Ableitung des Produktes fg zweier 
Funktionen /'(;r),^(a;): 

(V {f9)u^fo9n+fi9n-l+f2(ln-2+'"+fn-292+fn^iyi+fn9o y 
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wo fo = f,9o=9* I^ie Formel (7) ist durch vollständige 
Induktion leicht zu beweisen. Aus (5) folgt nämlich: 

(50 cü^{x)==^co(^+^){x)^(i+l)co,^,{x). 

vi 

Durch fortwährende Anwendung dieser Formel, sowie 
der über die einmalige Ableitung des Produktes zweier 
Funktionen (Diffr. § 13, (üb)) geht aus (7) durch nochmalige 
Differentiation hervor: 

(8) (n+l)(fg),^, 

= (n+ l)/o5f„+i + 1 ./;^n + ^f^gn-l + . . > + ifi9n+ 1-. + .•• 
+ W/iflfn + (w-l)/2flfn-i+...+(w+l-i)/ifl'»+l-, + ... 

oder nach Hebung von (n + l): 

(70 {f9)n+l==fo9n + l+fi9n + f2gn-l+ ^.'+fn-l92 

+ fn9l+fn-\-l9o> 

d. i aber die Formel (7) für den Index n+1. Da die 
Formel (7) für n =?= 1 richtig ist, gilt sie somit allgemein. 
Setzt man noch zur Abkürzung: 

so liefert die Anwendung von (7) auf (3) für x = oc der 
Reihe nach die gewünschten linearen Gleichungen für die -4,-: 

( <Po=AXo> 

<Pi=Axi + Axo> 

<P2 =Ax% +AXi+ AXo y 

(a) X 

(fx = AqXx + A X^-i + AXx-2 + • • • + A-1^1 + AXo y 

Diese Belationen würden für praktische Rechnungen aus- 
reichen, indem man aus ihnen sukzessive die Werte A^y 
Ai,..Aft--i entnimmt. 
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Wünscht man dagegen eine explizite Darstellung der 
A durch die (p^ und x>ty so sind weitere Entwickelungen 
erforderlich. Vorab sei noch bemerkt, daß sich die Xh auch 
direkt als Ableitungen y^i{(x) = tpi darstellen lassen. Da 
[(x — ocy]^ = l, [(ic — ay*]^+i = usw., so folgt mit HiKe 
von (7), wenn man die Identität (1') /^mal, (/i+l)mal, ..., 
(2/i — l)mal differenziert, und sodann jeweils x==(k setzt: 

Berechnet man nun aus (a) sukzessive Ä^y Ä^y Ä^.^^f 
so wird man durch unvollständige Induktion zu der Regel 
geführt: 

„Man bilde die Ausdrücke (>c = 1, 2,. ../i — 1): 



(b) 



-Xo = l, X^ = Xi^y ^ = Zi^i ~;^oZ2^o^ "y 

X == Xi ^'^-i — XoXt ^y—2 + xlXs ^«-3 — + . . . 
+ (— ^yXoXi+i^^-it+i) + • • • 

+ (- lY'-'xr'x^-^iX, + (- ly-'xr'x^cX, , 

so bestimmt sich A^{x = 0,l, ,.,, ju — l) durch: 

Für x = ist die Formel (c) richtig, denn sie liefert: 

d, i. die erste Formel (a). um den Nachweis für die all- 
gemeine Gültigkeit der Formel (c) zu führen, nehme man ihre 
Richtigkeit bis zum Index x inkl. an. Multipliziert man 
die für den Index x + 1 gebildete Formel (a) mit ;fJ+S so 
läßt sie sich in der Gestalt schreiben: 

^y. + \Xl'^^==^^>c^iXl^^-Xi{-^^Xl'^^)-XoX2{^H-iXl) 

-7h^{^>^-n%^'^)-^''-)Cai+M>c-iXl'^^~') 

- -'-Xl~^X>^{■^^X^ — XlX>c■\-l{AXo)' 
Substituiert man gemäß (c) die Ausdrücke für A^^Xd, 
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sodann nach <p^j <p^^i^ ..., q)^^ so ergibt sich unter fort- 
wahrender Benützung von (b), gerade die für den Index 
x-\-\ gebildete Formel (c). 

Damit ist die explizite Darstellung der A zurückgeführt 
auf die der X in (b). Die X sind ganze Funktionen der 
X^^yXuX^f'y ^^° denen zunächst folgende Teilgesetze gelten: 

dj. „X« ist eine ganze homogene Funktion 
der Xq, Xiy ••m Xx vom Grade x^ d. h. jedes Glied 
in X^ ist, abgesehen von einem Zahlenfaktor, 
von der Form Xo^Xi^X? '-'X!Üc''f '^^ 

(dl) Äo + Äi + «2 + . . . + ^x = >« ." 

Der Satz ist für « = 0, 1, 2 ersichtlich erfüllt. Gesetzt, 
er gelte für alle Werte des Index bis zu einem gewissen x. 

Gemäß (b) setzt sich X^^^i aus lauter Tennen von der 
Art xoXi+i-^f'—A^^^y 1 9 •• V ^) zusammen; da aber X^_, nach 
Voraussetzung ganz und homogen in den Xof Xif-f X^—t (ui^d 
damit auch in den Xo^ Xiy - "f X>c9 Xx-\-i)y vom Grade x — i 
ist, so ist xoXi+i^^-i vom Grade {x — i) + {i+l) = x + l. 
Femer zeigt (b), daß das höchste, wirklich auftretende x 
den Index « + 1 besitzt. 



dg. „X^ ist vom Gewichte x in den ;fQ, 
Xtf-"fX»<} ^' ^' ^s besteht außer (d^) noch für 
jedes Glied von X;, die Relation: 

(dg) • öCo + 1 • ^1 + 2 • «2 + • • • + ^^x = >c ." 

Das Gesetz gilt offenbar für x = 0,1,2; man nehme 
wieder an, es gelte bis zu einem X;«. In irgend einem 
Terme xoXi-\-i-^»<—* von X^^i wird das Gewicht x — i von 
X^_,- vermöge des Faktors XoXi+i "^ i + 1 erhöht, liefert 
also das Gewicht {x — i) + {i+l) = x+l. 



Aus (dl) und (dg) folgt durch Subtraktion: 
(11) oCq^^I ' 0C2 + 2 ' (Xy^ + 3* (x^+ . .. +{x — 1) ocy , 
oder, wenn man nur die in irgend einem Gliede von X^ 
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wirklich auftretenden ^ d. h. die Null überschreitenden Ex- 
ponenten Äa, Äft, «<.,... (a, fe, c, . . . > 1) berücksichtigt: 

(110 ocQ = {a—l)acc+{h—l)hß+{c—l)Cy+ ... , (a,b,c,...>l). 

Hieraus folgt aber weiter, daß: 
(12) «o^a— 1, ^6 — 1, ^c— 1,..., (a, t, 6-, ...> 1). 



dg. ,,Das Vorzeichen irgend eines Gliedes 

Xo^xV'-'Xl'' ^^ ^« wird durch (—1)"« an- 
gegeben." 

Der Satz, der für ^ = 0, 1, 2 richtig ist, gelte wiederum 
bis zu einem X^t. Irgend ein Term in X^^i in (b) lautet 
jetzt, mit Berücksichtigung des Vorzeichens, ( — lYxo X*^- 1 ^x — t • 
Das Vorzeichen irgend eines Gliedes Xo^X^^-" ^^ ^x-« ist 
nach Voraussetzung (—1)^«, also das des daraus hervor- 
gehenden Gliedes in ( — 1 )• ;f j Xi+ i^x—i gleich ( — 1 )'*o + • . 
Andererseits ist aber in diesem Gliede ßo + i 'gerade der 
Exponent von Xo • 

d^. „Der absolute Zahlenkoeffizient M 

irgend eines Gliedes Xo^xV'-'X'^*' ^^ -^« b^" 
stimmt sich, wenn man unter 0! stets die 
Einheit versteht, durch: 

(d) jf ^' (^1 + ^a + » « » + ^>.) ! _ {>c — oco)l ,, 

Das Gesetz (d4), das jedenfalls für die niedrigsten 
X^{x = 0, 1,2...) erfüllt ist, gelte wiederum bis zu einem 

X,. Es sei {- lY' M'x^' xi " ' xt*"-^!^ irgend ein Glied 
in X;,_|.i. Man trenne die beiden Fälle ßx>0 und /8i = 0. 

Hauptfall: i8i>0. Indem man von xo ^b, wiederum 
nur die wirklich auftretenden Faktoren x berücksichtigt, nimmt 
das fragliche Glied die Form an: 

(13) (-i)^M'/o'yfi'x'axhl--)i^- 

(l<a<h<c...<r; ßo, ßi , <x, ß, y..., Q>0). 



332 § 30. Partialbruchzerlegung. 

Nach (12) ist ßQ nicht kleiner, als a— 1, &— 1,... 
r—lf also jedenfalls >0. Gemäß (b) entsteht das Glied 
(13) von X«_|_i aus korrespondierenden Gliedern früherer X, 
indem sich entweder ein Faktor Xi abspaltet, oder aber ein 

Faktor (-lY-^f-^jCa> (-If^'x'o^'Xö^, ... (-l)'-^;i:r^Zr. 
Daß diese Abspaltungen tatsächlich eintreten, lehren 

eben die Ungleichungen (12). Das Vorzeichen des jedes- 
maligen Restfaktors unseres Gliedes in resp. X^, X^_ («_!), 
Xy^(b-i)y... Xj,^(r—i) ist stets dasselbe, wie in (13), näm- 
lich ( — ly^ . Denn nach (dg) ist das Vorzeichen z. B. des 
zu Xx_(a-i) gehörigen Restfaktors (— l)^o-(a-i)^ ^^ aber, 
mit dem obigen Vorzeichen (— 1)^~^ vereinigt, wieder 
(— 1)^0 liefert. Der absolute Koeffizient M^ in (13) ist daher 
die Summe aller absoluten Koeffizienten jener Restfaktoren. 
In jedem Restfaktor beträgt auf Grund seiner Ent- 
stehung die Summe der Exponenten von Xd Z« > X^f-t Xr 
eine Einheit weniger als in (13), mithin ist der Zähler eines 
jeden Restfaktors gemäß (d^) gleich {x — ßo)\. Andererseits 
erhält man den Nenner, wenn man ia ß^l ocl ßl... gl je 
eine der Zahlen ß^, oc , j8 , . . . , q um Eins erniedrigt. Somit 
stellt sich der Koeffizient Jf' in (13) als die Smnme dar: 



(14) M'=ix-ßo)l 



+ 



ißi^~i)ic<.iß\...ß\ ' ßii{oi. — iy.ßi...Qi 



+ 1 + +_ 1 



ßl\lx\(ß — l)l...Q\ ' ' ßi\Ocl...iQ—l)l 

(»^ - ßo) ! 

(^i-l)!(«-l)!()5-l)!...(e-l)! 

oder, da der letzte Klammerfaktor nach (d^) den Wert 
x + l—ßQ besitzt: 

ni^^ M'= (^ + l-^o)J Jßi + o^ + ß + '- + QV' 
U^; jy± ^,!öc!^!...^! ß^\oclßl...Ql ' 

d. i. aber das Gesetz (d4) für X^^i. 

Nebenfall: ^»1 = 0. 

Die Überlegung wiederholt sich Wort für Wort, nur daß 
die im Hauptfall auf ß^ bezüglichen Tenne in Wegfall kommen ; 
das Ergebnis nimmt wiederum die Form (14^) an. 
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Daß endlich in X^_|_i auch jedes Glied xi^ jd^ * - - 
yfj'^[^, für das die Bedingungen (d^), (dg) erfüllt sind, 

wirklich vorkommt, folgt wiederum durch vollständige In- 
duktion und aus dem Gange des Beweises von (d^). 

Wir fassen die vier Teilgesetze (d^), (dg), (dg), (d^) 
zusammen iu dem Satze: 

d. „Die Größen X.^ in (b) sind ganze ho- 
mogene Funktionen der Xoy >ti>--- >t« vom 
Grade und Gewichte x, wo das Vorzeichen 
eines einzelnen Gliedes Xq" xT - - ' xt"" <iurch 
(— l)**» und dessen absoluter Koeffizient durch 
(d^) bestimmt ist/^ 

Der Satz (d) läßt sich noch vereinfachen, wenn man 
die gemäß seiner Vorschrift gebüdeten X^y X^, X^,... 
Xft-i in X^ (b) einträgt und sodann nach Potenzen von Xo 
ordnet. Man schreibe: 

<e) X, = P2')-;t„PW, + ;toni2-+.- 

wo die Pq (q = x, x — 1 , ...1) Xo nicht mehr enthalten. 
Dann lehrt Satz (d), daß Pq genau das Aggregat sämtlicher 

Glieder — - — ^ iXTX2^"'XT ^^> ^^ ^®° Bedingungen 

^1 +ÖC2 + ... + a^ = ^, 1 • ÖCj +2 • ^2 + ... + «ötx = ?< 

genügen. Dies Gesetz weist eine große Ähnlichkeit mit 
dem des polynomischen Satzes auf (s. diese Sammlung 
Bd. V, § 6). 

Nach diesem Satze besteht die Formel (^ = 1 , 2 , . . .) : 
<15) iXi+X2 + -' + X>cy 

wo sich die Summe rechts auf alle Kombinationen der 
ganzen positiven Zahlen (inkl. 0) oc^, ^2 , . . . a« bezieht, 
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so, daß ihre Summe «1 + ^2 + ... + ^« den festen Wert q 
besitzt. Somit ist die Größe Ff^(Q==l, 2, ... x) in (e) 
Nichts anderes als dasjenige Teilaggregat der polynomischen 
Entwickelung (15), für das die Exponenten öc^, öCg^*«« ^^ 
noch j der Bedingung 1 • oc^ + 2 • 0C2 + . . . + x oc^ =^ x ge- 
nügen, d. i. also der Glieder vom Gewichte x. Da 
offenbar das niedrigste Gewicht in (15) gleich q ist (näm- 
lich in ;^), und das höchste xg (nämlich in ;^), so läßt 
sich (15) mit Hilfe der JF^''^ nach ansteigendem Gewichte 
auch so schreiben: 

(1^0 (;ci + Z2 + ... + ;c«>' 

= I^f+ P^^+'^ P^^+'> + .., + If^\ 

Damit läßt sich der Satz (d) durch den folgenden 
ersetzen: 

d'. „Ordnet man die Größen X« (b) nach 
steigenden Potenzen von Xo* 

wo die PW den Faktor xo nicht mehr ent- 
halten, so ist P^^^ genau das Teilaggregat der 
Glieder vom Gewichte x in der polyno- 
mischen Entwickelung von (%i + ;C2 + • • • + ;t»<)^ 
(^==1, 2,... xy 
Hiermit ist nunmehr auch die entsprechende Au%abe 
der Integralrechnung gelöst Denn um das Integral der 
rationalen Funktion (2) (wo der Grad des Zählers kleiner 
ist, als der des Nenners): 

cpjx) A(x) B(x) Vjx) 

^^ yj(x) {x-(xY^ {x-~ß)''~^ (x-y)"'^"' 

anzugeben, hat man nur noch den Wert der lut^rale 

/dsc C doc C doß 
, \- .-, \z r^,... ZU ermitteln. Nach (I) 
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und (11) ist aber: 

dx 
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(16) 



/ 



/ 



dx 



X — a 
1 



= 1{X — (X) y 



^(i^2,3,4,...) 



{x — ocY (i —l){x — oc) 



Demnach gilt der Satz: 

K'.„Das Integral einer rationalen Funktion 

^, y^oy;{x)^(x-ay{x-ßy(x-yr.>.(j^,v, 

7r,...^l), und wo der Grad von q)(x) kleiner 
ist i^ls der von yj(x), bestimmt sich durch: 



(H'") 



/: 



<p(x) 



+ 






dx==-- 



A 






+ 



ii(ji—i—i)(x— «y-*-^ 

A-2 



+ ...+ 



0-2)!l.(a; — a)i 






l{x — (X) — 



• • • • • • 



wo die Größen Ä den Formeln (c) und dem 
Satze (d') zu entnehmen sind, und wo die 
weiteren Klammern die den weiteren Teil- 
nennern (x — ßY, {x — yY.., entsprechend ge- 
bildeten Aggregate bedeuten/' 

Schlußbemerkung. Wie im einfachsten Falle (§ 29), wo 
/i = y = jr = ...=«=l war, läßt sich auch jetzt die in diesem 
Paragraphen gelöste Aufgabe der Partialbruch?serlegung bei 
vielfachen Linearfaktoren des Nenners als eine Aufgabe der 
Interpolationsrechnung auffassen (vgl. auch diese Samm- 
lung, Bd. VI, §§ 66, 67). . . 
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Multipliziert man nämlich in (2) wieder mit y;(x) herauf^ 
so erscheint der Zähler <p[x) in der Gestalt: 

(30 (p(x) = A.(x){x — ßy(x — yY.., 

+ B{x) {x — oCf {x — yY,.. 

-\.V{x){x-(xY{x-ßy ,,., 

oder kürzer geschrieben: 

(3") <p{x) = '^k{x)x{x)=^xt>{x)^k{x)—^ 



Of OS, 



[X — oCf ' 



Trägt man nunmehr in A{x) (4) fiir die Koeffizienten 
A^, Ä^, ... Aft—i (und entsprechend in B{x) für die Bq, 
B^, ... By^i usw.) ihre Werte aus (c) ein, und substituiert 
zugleich in (c) für die Xq, X^, .., ihre Werte aus (e), und 
ordnet sodann nach den cpQ, (p^y tp^, ... = q)Q {a), q^i (oc), tp^ (ä), . . . , 
so nimmt q){oc) in (3^0 ^i® Gestalt der Doppelsumme an: 



(f) 



H = U—l 



tx x = 

a X=:0 

+ xip^u -...+(- ly-'^r'm + . . . 

+(_iy.-.-i_A.^_.^-(^--)(a;_«)^-x-i[po^-i: 

Damit ist aber eine ganze Funktion (p{x) von einem 
Grade K^fi^ + vß + ny-^- ... dargestellt^ für die die Größen 
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9^i(y)? • • • *Pn-i{y)l -"f <ias sind also <fie Werte der Funktion 
und ihrer Ableitungen bis zur resp. Ordnung /ll — I, v — 1, 
TT — 1 ... , für die beliebig gegebenen, ungleichen Argumente 
a,)8, y, ... beliebig vorgegebene (endliche) Werte besitzen. 



§ 31. (Fortsetzung.) Integration einer beliebigen 

rationalen Funktion. 

w(cc\ 
Um nunmehr eine beliebige rationale Funktion ^-7-^ 

zu integrieren, wo mit Rücksicht auf § 29 (Satz J.) der Grad 
des Zählers bereits kleiner als der des Nenners vorausgesetzt 
werden darf, ist noch der Nenner y;(x): 

(1) y;(x) = od** + a^x**"^ + a2X^^^ + ... +a„ 

auf die Form (1) des § 30 zu bringen. Dieses leistet der 
Gaußsche Fundamentalsatz der Algebra (siehe diese 
Sammlung Bd. VI, § 93): 

L. „Eine ganze Funktion yj(x) (1), mit 
dem ersten Koeffizienten Eins*), läßt sich, 
und zwar nur auf eine Art, in ein Produkt 
von Potenzen von Linearfaktoren zerlegen: 

(L) tp(x)^{x-(xY{x-ßy{x-y)-..., 

wo die „Wurzeln*^ a, ß, y... von tp{x) entweder 
reell oder komplex sind.*^ 

Bezüglich der Theorie der komplexen Größen muß 
hier auf diese Sammlung, Bd. XLV, §§ 18, 20, verwiesen 
werden; wir müssen uns begnügen, einige Haupteigenschaften, 
zum Teü ohne Beweis, anzuführen. 

Der elementaren Zerlegung der Differenz zweier Qua- 
drate (von reellen Größen a, 6): 

(2) a^^b^ = (a + b){a-h) 



*) Ist dieser Koeffizient von Eins (und von Null) verschieden, 
so tritt er einfach vor die rechte Seite von (L) als Faktor. 

W. Fr. Meyer, Integralrechnung. 22 
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setzt man als formale Analogie die Zerlegung der Summe 
zweier Quadrate zur Seite: 

(3) a2 + 62 = (a + i&)(a-i6). 

Das Zeichen i ist ein neues Bechensymbol; man multL- 
pliziert die rechte Seite von (3) nach den gewöhnlichen 
Kegeln der Arithmetik aus und ersetzt hinterher das Quadrat 
von i durch die negative Einheit^ so wird in der Tat (3) 
zu einer Identität. 

Man nennt i die imaginäre Einheit, a + ii eine komplexe 
Größe, a ihren reellen Bestandteil, b den Faktor von i, 
a — ib die konjugiert komplexe Größe. Für 6 = reduziert 
sich a + ib auf die reelle Größe a. Auf solche komplexen 
Größen a + ib lassen sich die vier Spezies nach denselben 
Regeln anwenden, wie für die reellen Größen, und es gut 
auch der Satz, daß ein Produkt komplexer Größen dann 
und nur dann verschwmdet, wenn dies mit wenigstens 
einem der Faktoren der Fall ist. Die Größen a,/8, y, ... 
in (L) sind daher die einzigen Werte von a>, für die yj{x) 
verschwindet. Das Verschwinden einer komplexen Größe 
a + ib sagt genau dasselbe aus, wie das gleichzeitige Ver- 
schwinden von a und &; und umgekehrt verfolgt die Ein- 
führung der komplexen Größen wesentlich den Zweck, zwei 
reelle Gleichungen a = 0, 6 = durch eine einzige komplexe 
Gleichung a + ib — zu ersetzen. Die Gleichheit zweier 
komplexer Größen a + ib = a'+iV, d. i. das Bestehen der 
Gleichung (a — a') + i(6 — 6') = 0, ist also äquivalent mit 
der Doppelgleichheit a^a', 6 = 6'. 

Insbesondere gelten fllr zwei konjugiert komplexe Größen 
folgende zwei Sätze: 

MjL. „Die Summe und das Produkt zweier 
konjugiert komplexer Größen ist reell." 

Das erstere geht hervor aus der Formel: 

(4) (a + ib) + {a-ib)==2a, 

das letztere aus der Formel (3). 

M2. „Besitzt eine ganze Funktion y;{x) mit 
reellen Koeffizienten die komplexe Wurzel 
u + iv, so besitzt sie auch die konjugierte 
Wurzel w — iv." 
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Ersetzt man nämlich in y){u-{-iv), nachdem man die 
Potenzen {u + ivY, {u-\-iv)*^-^, ... nach dem binomischen 
Satze entwickelt hat, i^ durch — 1, i* durch — i, i* durch 1, 
i^ durch i usf., so läßt sich y;{u + iv) auf die Form A + iB 
bringen, wo A^B reell sind, mithin tp(u — iv) auf die Form 
A--iB. Verschwindet im besondern y;{U'\-iv) = A + iB, 
d. h. ist A = 0, J5 = 0, so verschwindet auch xp{u — iv) 
= A-iB. 

Der Satz Mg. überträgt sich sofort auf mehrfache 
komplexe Wurzeln. Setzt man: 

y^M ^ y" = y(x) 

[x — {u + iv)][x-(u-'iv)] {x-u)^ + v^ ^^^' 

und besitzt die ganze Funktion xi^) wiederum die Wurzel 
u + iv, also auch die Wurzel u — iv, so läßt sich von xi^) 
von neuem der Faktor {x — u^ + v^ abspalten, also von tp{x) 
der Faktor [{x — uy + v^]^ usw. Demnach gehört im Satze L. 
zu jeder vielfachen komplexen Wurzel u + iv eine ebenso 
vielfache komplexe Wurzel u — iv und der Satz L. läßt sich 
daher auch in der reellen Form aussprechen: 

L'. „Eine ganze Funktion yj{x) (1) mit 
reellen Koeffizienten läßt sich, und zwar 
nur auf eine Art, in ein Produkt von Potenzen 
reeller linearer bzw. quadratischer Faktoren 
zerlegen: 

(Ij) yj (x) = {x — oc^y*^ (x — Äg}"« . . . 

[{X -U,y + Vlf^ [(X - ^2)2 + Vl\^'2 . . . , 

wo im besondern auch alle Exponenten v 

gleich Null sein können (wie in § 30), oder 

aber auch, wenn der Grad n von \p{x) eine 

gerade Zahl ist, alle Exponenten ju.^^ 

wCx\ 
Nunmehr wird auf die rationale Funktion , { eenau 

das Verfahren des § 30 angewendet. Ist (x reell, und, wie dort, 

(5) '^{^) = {^-(^Yx{^), 

und man setzt wiederum: 

(p{x) ^ k{x) 7.{x) 

y^{x) {x-oc)f' "^ xi^)' 

22* 
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WO der Grad von A{x) kleiner als ju, und der Grad von 
Z(x) kleiner als der von xi^)f ^^ erleidet die dortige Kegel 
(d) zur Bestimmung der Koeffizienten von A(a;) nicht die 
geringste Änderung. 

Ist dagegen u + iv eine v-fache komplexe Wurzel von 
'ipix), u — iv ihre y-fache konjugierte^ und man hat; 

(7) yj{x) = [x — {u + iv)y [x — (u — iv)]" (o{x) 

-=[{x — uy + v^fco{x), 
60 setze man: 

cpjx) _ ?(x) P(x) Z(x) 

^ ^ xp{x) [x — {u-\-iv)Y [a? — (w — it;)]" oy{x)' 

wo wiederum die Grade der Zähler V{x), V{a^, Z(a;) kleiner 
sind, als die der bezüglichen Nenner. Auf Grund von 
§ 30 wird jetzt P{x) eine ganze Funktion von a? — («« + »«) 
mit komplexen KoeflSzienten: 

(9) V{x) = (J?o + iS,) + (i?i + iS^) [x-{u + iv)] 

^^{R^ + iS^)[x-{u + iv)Y+ ... 

+ -r-^AB,^x + iS,^i)[x-{u+iv)Y-K 

Setzt man diesen Ausdruck für P(a?) nebst dem kon- 
jugierten V{x) in (8) ein, und vereinigt je zwei konjugierte 
Glieder, so zerlegt sich das auf den Faktor [{x — uy-\-v^\ 
von \p[x) bezügliche Aggregat der Partialbruchzerlegung 

von ^—7-4 in lauter Glieder von der Gestalt (x = 1, 2, . . . v): 
(10) 



{v — h)\ 
{Ry^\, + iSy-.^) {X — U + ivy + (JRy-x — iSy-^) (^— ^— i^)^ 

[{x — uy + v^y* 

Entwickelt man hier nach dem binomischen Satze, so 
erhält man für den Zähler, abgesehen von dem Zahlenfaktor 

ri die Form: 
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(11) Z^{x) = Ry^y[{x-'U)'*-'X2{X'-uy-H^ 

-'Xs{X'-uy'-^v^ + x^{x^u)''-h^ — + ..,], 

wo unter x^, x^^ xq,... die sukzessiven BinomialkoefBzienten 
von X zu verstehen sind 

Der Fall einer komplexen Wurzel u + iv von y}{x) (7) 

(D (o[i\ 
führt demnach bei der Integration von ^-^ auf lauter Inte- 
grale der Form: ^^^^ 

(12) fj^^^^,-^J- (x = l,2,....). 

Führt man hier, wie in § 28, vermöge der Substitution: 

(13) x-u = vz, j^ = v 

eine neue Variable ein, so geht das Integral (12) über in: 

dz 



J-f. 

v«-V ( 



(1 + ;?2)1. [^— (^'- «2 ^- ' + ^4 ^'^-^ - + • • •) 

-Syi.^{x^z^'-^-x^0''-^ + x^iS^-'^- + ...)]dz, 
zerlegt sich also in lauter Integrale von der Gestalt: 



/i 



d0, (? = 0, 1, 2,... x)f 



die in § 27, {F') erledigt sind. Somit gilt der Fundamentalsatz : 
N. „Das Integral einer rationalen Funktion 
von X ist stets durch elementare Funktionen 
darstellbar." 



§ 32. Das Integral einer rationalen Funktion von x 
nnd der Quadratwurzel ans einer ganzen Funktion 

zweiten Grades in x. 

Die in § 28 behandelten Integrale ordneten sich sämt- 
lich der Form: 



(1) jB(x,co)dx, (o=if(x)-^ ^ax^ + 2bx + c 

unter, wo R eine rationale Funktion von x und co bedeutet. 



342 § 32. Das Integral einer rationalen Funktion von x usw. 

Wir fragen nunmehr^ ob sich nicht jedes Integral von 
der Gestalt (1) durch elementare Funktionen ausdrücken 
läßt? 

Da jede gerade Potenz von co eine ganze Funktion 
von X ist, und jede ungerade Potenz von o) das Produkt 
aus (o und einer ganzen Funktion von Xy so läßt sich R in 
die Form bringen: 

(2) B{x,<o) = -^-^^^, 

WO unter A, B, C, D ganze Funktionen von x zu ver- 
stehen sind. 

Der Nenner in (2) läßt sich rational machen^ wenn man 
den Bruch mit C — Dco erweitert; damit erhält R die Gestalt: 

(3) R(x, a)) = Ri{x) + R2 {x)(o , 

wo Ri(x), R^{x) rationale Funktionen von x sind. Da das 
Integral einer rationalen Funktion Ri{x) in §§ 29, 31 er- 
ledigt ist, und 2Z2(a:)a) = ^^^— =^^, unter R^{x) 

wiederum eine in x rationale Funktion verstanden, so wäre 

/R (x) 
—^—dx zu untersuchen. Durch alge- 
braische Division (§ 29) zerlegt sich aber R^(x) in eine 

w{x\ 
ganze Funktion Q{x) und eine rationale Restfunktion ^-7-^, 

wo der Grad von (p{x) kleiner ist als der von y)(x). Und 
■^^^dx in § 28 durch elementare Funktionen dar- 
gestellt wurde, so erübrigt noch das Integral / ^-7-: — . Die 

w(x) ^ V^(^) «^ 

Partialbruchzerlegung von ^-j-!- (§§ 29, 30) lehrt dann, daß 

man entweder auf ein Integral von der Form / ^ r 

^ J {X-- oiy* CO 

(ä reell, ;< = 0, 1, 2,...) geführt wird — auch diese sind 
in § 28 erledigt worden — oder endUch auf Summen von 
je zwei Integralen konjugiert komplexer Funktionen von 
der Form: {l = 1,2, 3,...): 

(4) f ^ + ^S _ ^^ 4. f H-iS dx 
J [x — (u + iv])i CO J [x — ^u — iv)y- (o ' 

wo Ry Sy tiy V rcclle Konstante bedeuten. 
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Indem wir wegen aller Funktionen von komplexen 
Größen, mit denen vorderhand rein formal operiert wird, 
auf den näxshsten Paragraphen verweisen, lösen wir erst eine 
Hilfsaufgabe, auf die die nähere Untersuchung von (4) stets 
führen wird, nämlich einen komplexen Ausdruck von der 
Gestalt: 

(5) (a + i^) Hc + id) + {a — ib)l(c — id) 

reell darzustellen, wenn a, b, c, d irgend welche reellen 
Größen sind und das Zeichen l den natürlichen Logarithmus 
bedeutet. 

Der Ausdruck (5) geht durch Ordnen nach a und h 
über in: 

(6) al(c^ + d^) + m^-^^ 
' ^ ^ c — id 

1 ^ + V 
== al(c^ + d2) - 2b-^l- ^ . 

1-»- 

Betrachtet man im zweiten Gliede von .(6) — als eine 

variable Gi«ße x, so entsteht durch Differentiation nach x : 
,„ / 1 A + ixY 1 . . ^, 

Sonach werden sich die Ausdrücke ^^Iz, ^— und 

2t l—tx 

arctga? nur um eine Eonstante unterscheiden*); da aber für 

X = beide Ausdrücke verschwinden, muß die Konstante 

den Wert Null haben, und es entsteht die grundlegende 

Formel : 

m 1 A + ix 

(I) ^ l .- = arctg^ , 

2% l — tx ® 

*) Umgekehrt erhält man durch Partialbruohzerlegung: 



l+a« (l + ix){l — ix) 



' =i 



' + 



\-\-ix 1 — ix. 



woraus durch Integration wieder (I) folgt: 



X 

dx , . A-\-ix 

r— - .; = arctga;= ^ r . . 
1 4- 05"* ° -^1 — xx 

' 
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oder wenn man wieder x durch einen Quotienten — irgend 
zweier reeller Größen d, c ersetzt : ^ 

/TA \ .c + id d 

„Damit ist in der Tat die Summe (5) der mit zwei 
konjugiert komplexen Größen multiplizierten natürlicheii 
Logarithmen zweier konjugiert komplexer Größen reell dar- 
gestellt : 

(II) (a + ih)l(c + id) + (a - ih)l{c - id) 

= al{c^ + d^) — 26 arctg— « 



/doc C doc 

— = /- — 
<^ J^ax^ + 2bx + c 

in der Gestalt ausgewertet worden: 

(III) J^ß^^f^^f-—J^=^ 

J ^ Jifx Jfax^+2bx + c 

= ~-l[ax + b + i^f(x)], 

ya 

damals (bei reellen Größen a, h, c, x) unter der Voraus- 
setzungy daß beide Faktoren der rechten Seite einen reellen 
Wert hatten^ daß also einmal a, andererseits auch af{x) und 

ax -^-b + '^af{x) positiv waren. 

Nunmehr werde nur an der Realität von x festgehalten^ 
üy b, c dagegen seien beliebige reelle oder komplexe Größen 
(a ^ 0) , so führt doch die formale Differentiation der rechten 

Seite von (HI) nach x stets auf die Integralfunktion — der 
linken Seite. ^ 

„Die Formel (HI) gilt daher allgemein für beliebige 
(reelle oder komplexe) Werte der a,bfC, und reelle a?." 

Versteht man jetzt unter ä, b, 'c, cö, J die zu a, b, c, a>, J 
konjugiert komplexen Größen, so nimmt der Ausdruck (4) 
f ür A = : 

(8) (R + iS)J+{R-iS)J 
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die Gestalt des Ausdruckes (5) an^ und ist daher gemäß (II) 
durch elementare Funktionen reell darstellbar. 

Wir gehen über zum FaQe A = 1 in (5). Wie in § 28 
bediene man sich der Substitution: 

X — (u + tv) == - , 
dx 1 r dz 




CO I 



(10) { ■' Jx-{u + iv) CO J y^(^) 

yj{0) = z^f{u + iv) + 2z{a{u + iv) + 6] + ^ . 

Damit ist aber die Aufgabe der reellen Darstellung 
des Ausdrucks: 

(1 1) {R, + iSy) J-, + {R, - iS,) J_ 1 

auf den soeben erledigten Fall A = zurückgeführt. 

Vermöge derselben Substitution (9) besteht weiter ge- 
mäß § 28 (3(r), S. 312, die Eeduktion {v positiv, ganz): 

(12) j_,,,(.) -/[^ _(/^,,)j,,. 1-- JM = -/^, 

und das Integral Jy(z) rechterhand läßt sich auf Grund der 
ßekursionsformel (H) in § 28, S. 314 auf Jf^(z) und auf 

algebraische Glieder vom Typus zf^^y)[z) (/^ = 0, 1, 2,...) 
zurückführen. 

Für z = ^ -\- irj y ftp = <p + ix erübrigt also nur noch 
die Auffindung des reellen Bestandteils 9t eines Produktes 
von der Form (f + iriY{B + iS) (cp + ix) • 

Durch Entwickelung von (f + irjy nach dem binomischen 
Satze erhält man, wenn ju^, /u^j-" die Binomialkoeffizienten 
von ßjL bezeichnen: 



Hier ist bereits von der expliziten Darstellung ^rp{z) 
'^ (p -\-ix Gebrauch gemacht. Um auch diese noch ab- 
zuleiten, setze man abgekürzt für xp (10): 

(14) xp = oc + iß. 
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Dann folgt aus der Forderung iy^ = (p + ix d. i. : 

(15) a + iß=^{(p + ixY = (9^2 - x') + ^i<PX 

durch Gleichsetzen der reellen und rein imaginären Teile: 

(16) cK^<p^-x'. ß = ^(PX> <P' + X' = +y^' + ß^f 
und daraus ""): 



(17) 



Damit ist der Fundamentalsatz nachgewiesen: 

O. ,,Bedeutet jß eine rationale Funktion 
mit reellen Koeffizienten, sowie f(x) eine 
ganze Funktion zweiten Grades mit reellen 
Koeffizienten, so ist jedes Integral von der 

Form fB[x,yf{x)]dx (solange es überhaupt 
reell ausfällt), durch reelle elementare 
Funktionen reell darstellbar/^ 



Dieser Fundamentalsatz läßt sich noch auf eine andere 
Art ableiten. Man nehme f{x) in (1) bereits in der Form 
(s. § 28, S. 299 ff.) an: 

(18) f(x)^Ä+Bx\ (o=iax), 

so war das Integral (1) fR{x, co)dx vermöge (3) auf ein 

solches von der Gestalt / — —dx zurückgeführt, wo P{x) 

eine rationale Funktion bedeutet Vereinigt man im Zähler 
Z{x), wie im Nenner N(x) von P(x) jeweils die Glieder 



*) Das Vorzeichen der beiden Quadratwurzeln fttr q? und z 
bestimmt sich am einfachsten auf trigonometrischem Wege. 

Durch a = Q cosy, ß = q siny, wo e = + V«* + /^* f ist ein Winkel y 
(0^y<2ji) eindeutig festgelegt. Dann wird (p = ±Yq^cos-^ , 

X = ±Yq sin -^ , wo beidemal entweder das obere oder aber das 

untere Vorzeichen gilt. Welches von beiden das richtige ist, kann 

erst nach expliziter reeller Darstellung von JB[x, ]-f(x)] dx diurch 
Differentiation entschieden werden. 
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mit geraden resp. ungeraden Potenzen von x, so nimmt P(x) 
die Gestalten an: 

(m v(^\ ^(o:) _ Z, (x^) + xZ, (x^) ^ (Z, + xZ,) {N, - x N,) 

=^F^{x^)-\-xP^{x^), 

wo unter Z^y Z^yN^^ N^ ganze, P^, Pg rationale Funktionen 

/Pix) dx 
— ^— ^ — in: 

(20) f P(^)dx _ r P,(x^)dx rxP,(x^)dx 

J CO J CO J CD ' 

Führt man in dem zweiten Integrale rechts u^ x^ bIb 
neue Variable ein, so ergibt sich die Reduktion: 

,^,. rxPJx^)dx r P^{u) ^ 

Führt man rechts wiederum v = yA +Bu als neue 
Variable ein, so kommt das Integral auf das einer rationalen 
Funktion (§ 31) zurück: 

/P (^^) 
, =dx 

iÄ+Bx^ 

zu untersuchen. Zerlegt man Pi{x^) (§§ 30, 31) in eine 

ganze Funktion Q{x^) und in Partialbrüche, so kommt man 

auf ein Aggregat von Gliedern: 

(23) c(-^^dxy D[^ p^:U xy 

JiA + Bx^ J iA + B^ 

wo V, fi positive, ganzzahlige Exponenten {v inkl. 0) sind, 
C eine reelle, D und m entweder reelle oder komplexe 
Konstante. Im letzteren Falle ist aber mit jedem Integral 

Iß I — das koniueierte D 1 \ dx zu ver- 

J iA + Bx^ •^ ^ J i^ + Bx^ 

einigen, wo D, m die zu 2), m konjugiert komplexen Größen 
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sind. Das erste Integral in (23) ist dnrch die Rekursions- 
formel (H) in § 28, S. 314 erledigt. Um für das zweite 
Integral in (23) eine ähnliche Kekursionsformel aufzustellen, 
gehe man von der Beobachtung aus, daß, unter n einen be- 
liebigen Exponenten verstanden, die Differentiation des 
Produktes {m + x^y^xco, abgesehen vom Nenner co, eine 
„gerade^' ganze Funktion von x liefert, d. h. eine solche, 
die nur gerade Potenzen von x enthält: 

(24) \(m I :rr^a>r- (^ + '^r(<o' + S^') + 2n(,m + xr-'x>co^' 

Führt man rechterhand überall m -{- x^ als Variable 
ein [x^ = (m + ^^) — H ^ ordnet nach Potenzen von (m -f x^) 
und setzt zur Abkürzung: 

(25) J.^f^^.l^äx^ß^'^+^äx. 

JyT+Bx^ J CO 

so liefert die Integration von (24) die Rekursionsformel: 

(P) (m + x^Yxco = 2-8(1+ n)Jn+i + (1 + 2n) {A - 2Bm)Jn 

+ 2mn(Bm—Ä)Jn-if 

als Verallgemeinerung der in § 28 (H) aufgestellten. 

Beschränkt man sich nunmehr auf negativ ganzzahlige 
Indizes der «7, so erhält man zuvörderst för n = — 1 : 

(26) (m + x^y^x(o = -{Ä- 2Bm)J.i-2m{Bm-Ä)J.2y 

womit J_2 auf «7"_i und einen algebraischen Bestandteil 

zurückgeführt ist. Legt man sodann n in (P) der Reihe 

nach die Werte — 2, — 3, usw. bei, so erkennt man die 

analoge Reduktion eines beliebigen Jn (n negativ ganz). 

r ^x 
Um endlich das Integral J_i = 1 - — ; — — — auf eine 

^ J {m + x^)co 

bekannte Form zu bringen, bediene man sich der Substitution: 
m + x^ =^ —. so wird: 

V 

(27) j_x=r ^ f 

jY(l-mv)[B + v{A-m)]' \ « 
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Im Falle eines komplexen m verfahre man mit der 
rechten Seite, wie in (10), (11); jeder Faktor {m + x^yxco 
führt alsdann, für n = — v auf eine Summe von der Art: 

(28) 7r^,r. + J'^'" 



{m + x^y {m + x^Y 

^^ [r{m + x^y + r(m + x^y] , 



[{m + x^) (m + x'^)} 



wo r, m die zu F, m konjugierten Größen bedeuten. Fuhrt 
man das Produkt {m + x'^) {m + x^) aus und entwickelt 
innerhalb der eckigen Klammer nach dem binomischen Satze, 
so fallen die imaginären Teile heraus, und die rechte Seite 
von (28) nimmt eine reelle Gestalt an. 



§ 33. Komplexe Großen in der Differential- 
nnd Integralrechnung. 

Die komplexeix Größen A= a -{- ih befolgen nach § 31 
die elementaren Rechnungsgesetze. Führt man noch den 
Begriff des absoluten Betrages*) \A\ ein: 



(1) \A\ = ^ic^h\ 

so gelten die beiden Sätze: 

Pj. „Der absolute Betrag eines Produktes 
komplexer Größen ist das Produkt der ab- 
soluten Beträge der Faktoren/^ 

Pg. „Der absolute Betrag einer alge- 
braischen Summe komplexer Größen ist 
höchstens gleich der Summe der absoluten 
Beträge der Summanden.^^ 

Denn für ^^ == a^ + %\ , J.2 -= Og + ih% folgt Satz P^. 
aus der Identität: 

(2) (Oio, - \h^Y + {a^h, + a,b,y == (a? + ?^)(ai + 



2ß) 



*) Für eine reelle Größe A filllt der absolute Betrag , in 
Übereinstimmung mit früherem, mit dem absoluten (positiven) 
Werte von A zusammen. 



_ .2 , ^2 , 9^ ^ «l«2+ftl^2 
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eunächet für zwei Größen A^, Ä2, und durch wiederholte 
Anwendung dieses Ergebnisses auch für mehr als zwei 
solche*). 

Um Satz Pg. abzuleiten, bediene man sich der Ab- 
kürzungen \Äi\ = Qi f 1^1 =^2 9 ^^ ff^^' 

(3) 1^1 ± A^\^ = (Ol + a^y + (61 ± 62)' 

QiQi 

(4) al(4 + Vm ^ a?ai + b^ + {a^h, - a,b^y, 
oder auch: 

(40 (a^a, + \l,Y ^ (a? + 6?)(«1 + 61) i e. ^ q\^. 

Durch Einsetzung von (40 in (3) folgt aber: 

(5) \A^+A^\^\A^\ + \A^\, 

d. h. der Satz Pj. für zwei Größen A^yA^^ und damit> wie 
bei P^., auch für mehr als zwei solche. 

Bedeuten jetzt A^, A^y^^.Aun n konstante komplexe 
Größen : 

(6) A^ = a^ + i\y...y Ajt = ak + ihk,...y -4„ = an + «6«, 

andererseits ti{x),...fk{x)p,.. fn(x) reelle Funktionen eines 
reellen Argumentes x, die in einem Intervalle {x^, x^ nebst 
ihren ersten Ableitungen eindeutig und stetig seien, so bilde 
man die neue „Funktion" F{x)\ 

(7) F{x) = ^1/; (^) + . . . + A^fn{x) = 2Atfk(x) 

= la,f,{x) + iUhMx) = G(x) + iH{x), 

so ist auch F(x) in {x^ , 0:2) eindeutig. Die Differenz AF{x) 
= F{x+Ax)—F{x) wird: 

(8) AF{x) = HAkAfiix) = A 0{x) + iAH{x) . 



*) Setzt man, wie in §32, S.346, Anm.*) ^^i =r| (oos^^i+isin^^i), 
^,=r2(cosya4-isin9?j), so wird Ä^Ä^=r^r^ [(ooßq>i oos^?, — sin9?| sin9?2) 
+ t(cos9?i sing?, + sing?! cosg?,)] = r^ r^[coB(qp. + 9?«) -f isin(9?i + 9?jj, 
d. h. komplexe Größen werden multipliziert, indem man die ab- 
soluten Beträge multipliziert luid die Winkel addiert. Im be- 
sonderen folgt daraus A» = rf^[<iOBn<p -\- tsinng?], (n = 1, 2, 8, . . .). 
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F{x) heißt „stetig" in {x^^x^)', wenn limlJi^(«)| zu- 
gleich mit Ax gegen Null konvergiert. Aus der voraus- 
gesetzten Stetigkeit der fjc{x) folgt aber die von G{x) und 
J?(a?), und sobald |46r(a;)| <€, |/4J?(ä?)| <^, auch: 

(9) J_AF{x)\ 

= + ^\AG{x)\^+\AH(x)\^ ^ \^G{x)\ + \AH{x)\ < « + iy , 

womit die Stetigkeit von F{x) erwiesen ist. In derselben 
Weise schließt man aus der gleichmäßigen Stetigkeit der 
fk{x) in {x^yX^ die von F{x)^ d. i. für jedes x in {x^^^x^) 
läßt sich \Ax\ so klein wählen, daß |Ji^(;r){ unter ein und 
derselben beliebig kleinen (positiven) Größe C bleibt. 

Aus (8) geht die Existenz des Differenzenquotienten 

— T^^— = — 1^-^ + ^ — 7-^^ hervor, und hieraus die des 
Ax Ax Ax 

Differentialquotienten : 

(10) ^^ = F'{x) = G^{x) + iH'ix) . 

Solche Differentialquotienten y wie F'{x)i befolgen die 
nämlicdben elementaren Gesetze, wie die reeller Funktionen 
(Diffr. §§ 10, 11, 13). Auf Grund von Difir. § 15 lautet 
der „Mittelwertsatz" für Funktionen F{x) (7): 

(11) AF{x) = Ax[&{x + ^^Ax) + iH'{x + »^Ax)] , 

wo x-{-'&-^AXy x + '&2Ax unbekannte Mittelwerte zwischen 
X und x + Ax bedeuten. 

Die Umkehrung der Differentiation führt, wie in § 1, 
zu der Au%abe, sämtliche Lösungen der Differentialgleichung 
F'(x) = aufzusuchen. Sind ä, ß wiederum irgend zwei 
(reelle) Werte eines vorgelegten Intervalles (x^ , x^jf so folgt 
aus (11), da im ganzen Intervall F'{x)y und damit &{x) 
und H'{x) verschwinden, jP(^)=JF(ä), d. h. es ist F{x) in 
{x^fX^ eine willkürliche, reelle oder komplexe Konstante C] 
stimmen demnach für zwei Funktionen F{x)y 0(x) von der 
Natur (7) F^(x) und ^(x) für alle reellen Werte eines 
Intervalles (x^yX^) überein, so können sich F(x) und 0(x) 
nur um eine solche Konstante unterscheiden: 

(12) 0{x)^F{x) + c. 
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Sind die fu{x) in (7) im Intervalle (x^j x^ in kon- 
veigente Taylorsche Reihen entwickelbar (Diffr. § 19), so 
sind es ersicbtlick aodi G{x) und H(x): 

G{x + A) = G(x) + h&{x) + ^, (?"(x) +... 

(13) ^ ' 

mx + Ä) = ^(o;) + hH'(x) + 2-, -ff"(a:) + . . - 

WO man sich den Index n bereits so groß gewählt denken 
kann, daß: 

(14) ;b»i<c, ;s»;<c, 

unter e eine beliebig kleine vorgegebene (positive) Größe 
verstanden. 

Bildet man mit Hilfe von (13) F(x + A) = G{x + A) 
'\-in{x-\-'h)f so kommt als Taylorsche Entwickelung 
für F{x) (7) : 

(15) F{x + h) = F{x) + hF'{x) + ... + j^^^^^^ 

(16) . |P,: ^ \Rn + iSn\ < \Rn\ + \Sn\ < 2e . 

Endlich ist auch der Begriff des bestimmten und 
unbestimmten Integrals (§ 4) direkt auf Funktionen 
I(x) (7) übertragbar, die in einem Intervalle {x^^ x^) gleich- 
mäßig stetig sind. Aus S = 2F{x)Ax = 2G{x)Ax 
+ iZH{x)Ax ergibt sich: 

(17) \\m2F{x)Ax = lG(x)dx + ijH{x)dx ^ jF{x)dx, 

äx^O f»i xi Xi 

X 

und für J{x) = jF{x)dx: 

x* 

(18) J'{x) = F(x) , 

WO J{x) in (^1 y x^ gleichmäßig stetig ist. 
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Von diesen Integralen einer Funktion F{x) gelten dann 
wiederum die Sätze des § 5. 

Die bisher erhaltenen Sätze über Punktionen F{x) (7) 
lassen sich einmal auf den Fall einer komplexen Variabein x 
ausdehnen^ andererseits auf gewisse Funktionen F{x), die 
aus einer unbegrenzten Anzahl von Funktionen f(x) zu- 
sammengesetzt sind. 

Zu dem Behuf ist es vorerst nötig, die Grundlagen der 
Theorie unendlicher Reihen (Diffr. § 22) auf Reihen mit 
komplexen Gliedern u za übertragen. 

Man setze wiederum: 

Die unbegrenzte Reihe der u heißt konvergent, wenn für 
eine beliebig kleine vorgegebene (positive) Größe e der 
Index n so hoch gewählt werden kann, daß für jedes p 
|P„^p| < e wird. Trennt man die komplexen Größen in 
ihre Bestandteile: 

(20) w* = Vfc + wjfc, iJ«,p = v„+i + ...+ t;„+p, 

^w, p = ^n+1 ~r • • • ~r ^«+p ) '^ny p = -^w, p ~r *^«, p y 

so gilt, sobald die Voraussetzung |P»i,p| <€ erfüllt ist: 

(21) |En,p| ^ |P«,p| < e, \Sn,p\ ^ lP«,p| <By 

d. h. dann konvergieren auch die reellen Reihen der v und 
w einzeln. Ist umgekehrt das letztere der Fall, also n so 
hoch wählbar, daß zugleich: 

(22) l^,p|<«, |Si.,p|<«, 
so wird: 

(23) |P„,p|^iiJ„,p| + |5,,p| <2«, 

d. h. es konvergiert auch die Reihe der u\ 

Ol. „Die Konvergenz einer Reihe kom- 
plexer Gliederet = v* + iwjt istgleichbedeutend 
mit der gleichzeitigen Konvergenz der 
reellen Reihen der Vk und der Wk) sind It und 
8 die Grenzwerte der letzteren, so ist i2 + */S 
der Grenzwert der ersteren." 

W. Fr. Meyeri Integralrechnung. 23 
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Im besondem heißt eine Reihe komplexer ut absolut 
konvergent; wenn die Reihe der absoluten Betrage \uj\ kon- 
vergiert; wenn also für: 

(24) |w*| = +yt^i + ^ = ^*, P;,p = ö«+i + ...+ ^„+p, 

bei beliebig kleinem s und genügend großem n für jedes p 
die Bedingung erfüllt ist: 

(25) P«,P<«. 

Gesetzt; dies sei der Fall, so folgt aus \vk\ ^ Qt, \wt\ ^ qm» 
und für: 

(26) jB;,p = |t7„+i| + . . . + \v„+p\ , S;,p = \Wn+i\ + . . . + \Wn+p\ 

unmittelbar, daß auch: 

(27) i?;,p<€, s;;,^<£, 

d. h. die reellen Reihen der \v\, \w\ konvergieren ebenfalls 
absolut. 

Sei umgekehrt das letztere (27) der Fall, so ziehen die 
Ungleichungen ^t ^ |v*| + |«<7*| sofort die andere nach sich: 

(28) Pi,p^Ä;,p + Ä,p<26, 

d. h. die ursprüngliche Reihe der komplexen u konvergiert 

absolut: 

Qg. «Die absolute Konvergenz einer 
Reihe komplexer Glieder Ui=Vk+iWi ist 
gleichbedeutend mit der gleichzeitigen 
absoluten Konvergenz der beiden reellen 
Reihen der Vk und w?*/^ 

Der Grenzwert der Reihen der u^ ist dann unabhängig 
von der Anordnung der Glieder. 



In Diffr. § 20 waren die elementaren Funktionen in 
Potenzreihen entwickelt, d. h. in Reihen von der Gestalt: 

(29) «0 + aiX + a2X^ + ...+ anO(^ + a„+ia;"+^ +... 

WO die ak und x reell sind, und es trat dabei durchgehends 
die Erscheinung auf, daß, wenn eine solche Reihe für 
irgend einen Wert x von x konvergierte, dies auch für jeden 






X 
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Wert X von x zutraf, sobald |X[ < \x\. Der Satz soll 
allgemein bewiesen und sodann auf r^otenzreihen eines 
komplexen Argumentes x übertragen werden. 

Seien x^ X positive Werte, a?>X, — = «y<l, und: 
(30) I ^»«»P = «n+l^^^ +... + «« 

Nach Voraussetzung sei \Bn,p] für jedes p kleiner als e. 
In jBi^p ersetze man jede Potenz ^•'+* durch ir"+'iy*'+', und 
drücke zugleich die Produkte a„+,ir*»+** mittels der Iin,Xf 
-B»,2^«-«Ä,|» aus, wie folgt: 

, - / ^"+1^^^ = ^, 1 ; ««+2^+^ = iJ«, 2 — Ä, 1 ; . . . ; 

\ a„+pa^+P = Bn^p — iJi.,p-i . 

Dann nimmt ü^^^ in (30) die Gestalt an: 

(32) iz;,p = BnAv'"'-' - r-"') + ■R«,2(^"+' ~ r"-') + . . . 

Da aber jedes |B„,,| < e und wegen tj <1 stets 
^H+i ;;> ^n+rf+i^ so erhalt man für |iJi,p| einen zu großen 
Wert, wenn man in der rechten Seite von (32) jedes Bn^i 
durch e ersetzt. 

Dadurch entsteht die Ungleichung: 

(33) |i?;,^|<€.^«+S 
so daß wegen rj <1 lim jBJ,^j, = . 

w=oo 

Auf den soeben bewiesenen Satz läßt sich der all- 
gemeinere zurückfuhren, daß in (29) x ein komplexes Ar- 
gument ist. Man setze, wie früher (§ 32, S. 350, Anm.): 

(34) x==r{co8q) + i8in(p)y X==B{Q0&(p + i8mq)), — ==iy<l. 

Das allgemeine Glied ujt = a^xf^ nimmt jetzt gemäß 
§ 32, S. 350, Anm.) die Gestalt an: 

(35) Uk= Vk+ iWk = akf^co^Tcq) + iajtH^&mTcq) . 

Nach Voraussetzung soll (29) für \x\ = r und für jeden 
beliebigen Wert von q) konvergieren, mitnin auch die reellen 

23* 
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Eeihen der Vjt und w*; dann konvergieren aber die letzteren 

um so mehr für jedes \x\= B <,r: 

R^. „Wenn eine Potenzreihe (29) mit reellen 
Koeffizienten a und komplexem Argument x 
für alle x konvergiert, deren absoluter Be- 
trag gleich r ist, so konvergiert sie auch für 
alle X, deren absoluter Betrag kleiner 
als r ist." 

Eine in vielen Fällen bequemere Kegel erhält man, 
wenn man nur weiß, daß für irgend ein \x\ = r der absolute 
Betrag |wjfc| = \ak\r^ eines jeden Gliedes in (29) unterhalb 
einer festen Grenze g bleibt Man gehe wiederum von (34) 
aus, dann wird, für das Argument X gebildet: 

,o/j\ i Vk = akB^coskcp = ükf* eosJcwt]^ , 

[ Wk= aikJi*smÄ9? = akr*siak(prj'^. 

Nach Voraussetzung ist \ak\ r^ <gf mithin auch 
a*cosA9?|r* < jf, \aksinkq)\r* <g , also auch H <fl'«?*, 

Daraus geht aber die Konvergenz der Reihen der v», Wk 
(36) hervor, da sie sich unter geometrische Reihen (Diffr. 
§ 22, S. 331) herunterdrücken lassen. Denn für: 

(37) JB;,p = «;„+! + . . . + Vn+p, Ä4,j, = Wn + l + . . . + Wn+p 

erhält man: 

(38) \B'„J<g^, \S;,J<gl--: 

R^. „Wenn bei einer Potenzreihe mit 
reellen Koeffizienten a und komplexem Ar- 
gument X « r(cos9!? + isin^?) der absolute Be- 
trag eines jeden Gliedes für ein gewisses r 
unterhalb einer festen Grenze bleibt, so 
konvergiert die Reihe für jedes x, dessen 
absoluter Betrag kleiner als r isf 
Sind also im besondern alle Koeffizienten a positiv 

und endlich, so konvergiert die Potenzreihe für jedes 

komplexe x mit |^| < 1 . 

Nunmehr fasse man die in Diffr. § 20 aufgestellten 
Potenzreihen der elementaren Funktionen für ein 
komplexes Argument ins Auge. 
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Die Reihen für sin'a;, cosa?, e (1. c. 8. 264, 267, 269) 
konvergierten für jedes (reelle) ^absolut, mithin findet ge- 
mäß Satz 22^. dasselbe für jedes komplexe x statt. 

Bei den Eeihen für ?(l + ir), \l- , und arctg:); 

(1. c. S. 270, 275, 293) sind die ZahlenkoeflSzienten stets 
endlich, die Reihen konvergieren daher nach Satz JRg* ^^ 
jedes komplexe x^ dessen absoluter Betrag kleiner bleibt 

als 1 , Ersetzt man in der Reihe für 4Z- x durch ix. 

so stimmt die so hervorgehende Reihe mit der arctg-Reihe 
bis auf den Faktor i überein; das ist aber der Inhalt der 
in § 32 (I) für ein reelles x (\x\ ^ 1) aufgestellten Formel*): 

(39) üTcigx ^ ^ll^^ : 

Bei der binomischen Reihe (1. c. S. 277) für (1 + x)"^ 
= l + miX -{-m2X^ + . . . war daselbst gezeigt, aaß bei 
reellem x {\x\ < l)lim|w„a:"| = ist. Daher konvergiert die 

n=oo 

binomische Reihe für jedes komplexe x, solange r =\x\<^l . 
Denn wie nahe sich auch r an 1 befinde, es läßt sich stets 
ein reelles positives x angeben, so daß x zwischen r und 1 
liegt. Da femer nach Dinr. § 22, S. 341 die Reihe der \mn\ 
für ein positives m (inkl. 0) konvergiert, so konvergiert dann 
die binomische Reihe auch für jedes komplexe x mit |:r{ » 1 . 
Endlich konvergiert auch die Reihe für arcsin^r 
(1. c. S. 304) für jedes komplexe x, solange |ii;| ^ 1, da 
nach Diffr. § 22, S. 341 die Reihe der (positiven) Zahlen- 
koeffizienten konvergiert Somit gilt der Satz: 

S. „Auf Grund der zitierten Potenzreihen 
und unter den eben angegebenen Beschrän- 
kungen werden die Funktionen sino;, cosa;, 
e**), 1(1 + x), (1 + ^)"S arcsino?, arctg^? für ein 
komplexes x definiert." 
Daß in der Tat diese erweiterten Funktionen mit den 
alten die wesentlichsten Eigenschaften gemein haben, wird 



*) Analog führt die Yergleichung der Beihen für ep^, sinx, 
cosa? zu der Eulerschen Identität e'^ = cosx -|- ^sina; . Daß 
diese Identität indessen genau dasselbe aussagt; wie (39) , zeigt 
sich in § 36, (XI), (XI'). 
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sich in § 36 daraus ergeben ^ daß ihre Additionstheoreme 
jeweils die nämlichen sind. 

Zum Schlüsse soll gezeigt werden, wie durch konver- 
gente Potenzreihen definierte Funktionen eines komplexen 
Arguments die Eigenschaften der Stetigkeit, Differenzier- 
barkeit und Integrierbarkeit besitzen. 

Für ein ganzzahliges positives n und reelles x ergab 
sich in Diffr. § 8 die Stetigkeit der Potenz af^ aus dem 
binomischen Satze, insofern : 

(40) (ir + Ä)» — iT" =- Ä(»iiP«-i + n^af'-'^h + . . . + A""*) 

war und der Faktor von h unterhalb einer festen Grenze 
lag, so daß die rechte und damit die linke Seite von (40) 
bei beliebig abnehmendem \h\ gegen Null konvergierte. 
Sind jetzt x und Ä komplexe Werte, |ic| = r, |Ä| = s, so 
bleibt (40) unverändert; überdies ist aber: 

(41) |Miir«-i+...+ Ä'»-i|^Wir~-i+...+ s«-S 

so daß der absolute Betrag der rechten und damit der 
linken Seite von (40) für Wms = gegen Null konvergiert 
Genau in derselben Weise folgt gemäß Diffr. § 16 die gleich- 
mäßige Stetigkeit von oc^ in irgend einem Bereiche von x. 
Der nämliche Schluß wiederholt sich auch für den 
Übergang vom Differenzen- zum Differentialquotienten, indem: 

(42) I ^"^ + ^[~^ -n^-i^fe(^,^-« + ... + A-^), 
[ |n2a^-2 + ...+ A'»-2|^W2r»-2+...+ 5"-«. 

Somit besitzt af^ auch bei komplexem x die Ableitung 

Wie in Diffr. § 8 läßt sich die Stetigkeit und Differenzier- 
barkeit auf eine ganze Funktion des komplexen x übertragen. 
Es sei jetzt: 

(43) F{x) = «0 + %^ + ••• + ön+i^"^^ + . . . + aM+pic"+^ + . . • 

der Wert einer Potenzreihe, die für |:r|<r konvergiere; 
x\ befinde sich im Intervalle {r^jr^ (^i<^2<^)- ^^ 
sämtliche x dieses Gebietes muß sich nach Voraussetzung 
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ein Wert des Index n so hoch wählen lassen^ daß für 
jedes p: 

(44) \Bn,p{x)\ = |a„+ia;"+i + . . . + «n+p^-^^l < « , 

wo € eine beliebig kleine positive Größe sei. 

Gehört dann außh |:r + zla;| dem Intervalle (ri^r^) an, 
so wird: 

(45) |lJn,p(^ + Zla:)-l?n,p(^)|^|iJ«,p(^ + ^^)| + |-B«,p(^)l<2«. 

Demnach stimmt^ für: 

(46) Sn{x) = aQ + aiX + ...+ anOf*, 

die Differenz AF{x) = F(x -{- Ax) —- F(x) mit der Differenz 
Asn{x) = Sn(x + Ax) — Sn{x) biß auf einen komplexen Fehler 
überein, dessen absoluter Betrag < 2^ ist und daher beliebig 
klein gemacht werden kann. 

Somit übertragt sich die Stetigkeit und Differenzierbar- 
keit der ganzen Funktion Sn{x) auf die Funktion F(x); man 
erhält für F^{x) die, wiederum für |a;| < r konvergente, 
Potenzreihe : 

(47) F'{x) = a^ + 2a2X^ +...+ nanOif^^ + . . . , 

und es gelten die in Diffr. §§ 10, 11, 13 aufgestellten Regeln 
über Ableitungen. 

Bei der Definition des Integrals einer Funktion F{x) 
beschränken wir uns auf das unbestimmte Integral; es 
ist, bis auf eine willkürliche komplexe Konstante: 

(48) JF{x)d(x)^J{x)y wenn J'{x)^F{x). 
Dann folgt aus (47): 

(49) j (ao + Oiic + . . . + <^n^ + • • •) ^^ == ^0^ + ö^i "ö" + • • • 

wo die Konvergenz der rechten Seite für \x\ <r unmittelbar 
ersichtlich ist, da die Koeffizienten im Vergleich zu denen 
der ursprünglichen Reihe numerisch verkleinert sind. 

Für diese Integrale von Potenzreihen gelten wiederum 
die Sätze des § 5. 

Die obigen Betrachtungen lassen sich unter gewissen 
Bedingungen auf Reihen ausdehnen, in denen die Potenzen 
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von X durch andere Funktionen ersetzt sind. Endlich laßt 
sich auch; im wesentlichen wie in § 4^ der Begriff des be- 
stimmten Integrals einer Funktion einer komplexen Yariabeln 
aufstellen. Doch gehören diese Erweiterungen in die 
eigentliche Funktionentheorie. 
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Wir beschranken uns auf einige bemerkenswerte Typen 
von Integralen, die auf Grund von Rekursionsformeln durch 
die Methoden der Substitution und der partiellen Integration 
gewonnen werden. 

Man setze: 

(1) En = /c*^" dx , 

so liefert partielle Integration, indem man entweder 6* = (^X, 

— -— I setzt, die Rekursionsformel: 

w + l/ 

(I) En = ^o^'-nEn-u 

die auch für den besondem Fall w = gilt {Eq = e*) . 

Stellt man die Formel (I) bei positiv ganzzahligem n 
der Reihe nach für den Index n, n — 1, n — 2,,., 1 auf, 
und zieht zusammen, so gewinnt man die explizite Darstellung: 

(la) j^oc^dx 

= e*[a;~ — wa;«-! + n(n — l)ar"-2 — w(n — l)(w— 2)af»-» + — .. . 

+ (— ly-^nin — 1) (w — 2) . . . 2x^ 
+ (-l)»»n(n-l)(w-2)...2.1a;0], 
{n positiv, ganz). 

Ist dagegen n negativ ganzzahlig, so setze man n == — v , 
dann nimmt (I) die Gestalt an: 

(10 E.y = d'x- + vE.iy+i). 

Gibt man hier v der Reihe nach die Werte l,2,...v, 
und vereinigt wieder, so gelangt man zu der expliziten 
Darstellung: 

(Yb)v\\-^^dx=^\-dx-e[x-^ + l\x-^ + 2\x-^ + i\x^^ 

(v positiv, ganz). 
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/^ 
— dx laßt sich aus Q!) nicht ent- 

nehmen. Entwickelt man gemäß DifiFr. § 12 (Va), 8. 137 — 
in die für jedes a? ^ konvergente Reihe : ^ 

e* \ x^ x"^ x^ 

T^^+ +2T + 3T + 4T+"**' 

80 erhält man durch gliedweise Integration (s. § 38) die 
ebenfalls für jedes x^Q konvergente Entwickelung : 

/ß* x^ x^ x^ xl^ 

Die bisher aufgestellten Formeln lassen sich leicht auf 
den Fall ausdehnen, wo in (1) der Faktor e* durch c"»**), 
dagegen der Faktor af^ durch {a + bx)** ersetzt wird, wo m 
ein beliebiger, n wiederum ein ganzzahliger Exponent ist. 

Dann tritt, mit Benutzung der Abkürzung: 
(2) E„ ^l^^{a + IxY dx , 

an die Stelle von (I), (V): 



pmx AaT» 

(H) E„ = — (a + M"-— En-i, 

m m 



(n, V positiv, ganz; 
m beliebig :^ 0). 



Nur für m = versagen diese Formeln, wo sich aber 
direkt ergibt (bei jedem Wert von n; s. § 25, (I), (11)) : 

/(a + 6.)«e?.= (^±^, (n + -l), 
(20 ' V -r ; 



/^4^=y^('*+*^)- 



*) "Würde man etwas allgemeiner e» durch c»»*+»»i ersetzen, so 
würde nur dem Integral fe^ '^ (a-\-bx)^ dx der Faktor e»»i/(a -\-bx)»dx 
hinzuzufügen sein, der mit (20 erledigt ist. 



362 § 34. Integrale der Gruppe (V). 

Die EntwickeluDg (la) erweitert sich zu: 

e~'(a + hxydx « — (a + hxf (a + 6ä;)"- 



+ n(n — 1) — (a + 6a:)--« — + • • • 
+ (__l).-in.(n~l)...2.-^(a + M 



+ (-l)"w(w — 1)...2.1 



6~ 



andererseits die Entwickelang (Ib) zu: 

"kv r MX r pmx fisnx f 

(Hb) yl— / , , i. s x, «^^ = /-^<^« - — (« + M-' 
^ ' mV(a + ia;)''+i Ja + bx mV ' 

+ — (a + 6«)-» + 2! ^(a + M"' + • • • 



Endlich führe man in 7 ^. , da; die neue Variable 

Ja 



~^hx 




z ^a + bx ein, so geht das Integral über -j- j dz 

1 .fn— 1 le^ ' 

= Y^ ^^^'^'hj ^^ ' entwickelt man also wie oben (IbO 






in eine Beihe, so stellt sich als Erweiterung von (IW) 
heraus (z = a^ bx) : 

Vermöge der Sabstitaüon : 

(3) ^ = g 

geht aus E„ (1) der andere Typus hervor: 

(4) Ln = j{UYde. 



§ 34. Integrale der Gruppe. (V). 363 

Die Bekursionsformeln (I), (I') werden jetzt zu: 

so daß die Entwickelungen (la), (Ib) übergehen in: 

'(nia) JihYde = z[{ley - n(Z;er)»-i _|_ „(„ _ j) (;^)«-« _ + , , . 

+ {-iy-^n{n-l)...2(lg) + {-lYn{n-l)...2-i\, 

(n, V positiv, ganz), 
WO das Integral ly- vennöge (3) aus (l\/) hervorgeht: 

Im besondern erhält man für n = 1,2 aus (IHa): 

(5) Jhdz='0{h-1), j(hYd0 = 0[m^-2{l0) + 2]. 

Andererseits ist dem Typus (1) direkt nachgebildet der 
folgende: 

(6) Ln^ jaf^lxdx. 

Da af^ = I , ^ 1 f so liefert partielle Integration : 

oc^lxdx = — — r Ix -^ I af^dx, 

n + 1 n+lj ' 

somit: 



(IV) 



-/ 



af^lxdx = 



>^+i 



Ix — 



w + 1 L w+ 1. 



Diese Formel gilt für jeden Wert von n exkl. n = — 1. 
Im letzteren Falle führe man Ix = u als neue Variable ein, 
so kommt: 



(8) 
somit: 

(IVO 



/ — dx = ludu = -^u^, 
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Eine unmittelbare YeraUgemeiDerang des Typos (6) ist: 
(9) Mn = /(a + hxflxdx. 

Indem wir lieber von Mn-\ ausgehen und beruck- 
sichtigen, daß (a + &^)""^ = ]^^ — r — —\i erhalten wir, wie 
bei (6) : 
(V) Mn-i^f{a + bxy-Hxdx = ^(a + Ixflx 



Inj 



dx. 



X 

In dem besonderen Falle n = l ergibt sich: 

(10) JMo = A^ dx ^ -J- (a + ix) Ix - jf~^ ^^ 

1 1 

= ^ (a + tx) Ix — V (a Ix + looS) ^xlx — Xy 

übereinstimmend mit (5). 

Für ein positives ganzzahliges n entwickele man 
{a + hcSf nach dem binomischen Satze und integriere glied- 
weise, so gelangt man^ unter n^^n^^... die Binomial- 
koeffizienten von n verstanden^ zu der Darstellung: 

(Va) Mn-i^ f{a + bx)''-^lx dx 

(n positiv, ganz). 

Bei negativem ganzzahligen n in (V) setze man w =» — r , 
so geht (V) über in: 

dx 



X 

2 



+ 



)vj xia 



bvj x{a + bxY^ 
{v positiv, ganz). 
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Im Restintegrale bediene man sich der neuen Yariabeln 
u =^ a + bx, so nimmt jenes die Gestalt an: 

(11) r_^ if^^, {a + ix = u). 

Hier entwickele man ; r- - in Partialbrüche (§ 30). 

Setzt man an: (u--a)u^ ^^ 

dl') L = ^ . Ä 4. Ä + + ^ 

multipliziert die JNenner herauf mid vergleicht links und 
rechts die Koeffizienten gleich hoher Potenzen von u^ so 
kommt nach einfacher Zwischenrechnung: 

(12) 7 ^— 

^1(_1 1U[_1_,_L_. . J_l 

Fühlt man die Integration der rechten Seite aus, setzt 
für u seinen Wert a + bx ein, und substituiert den so er- 

/dx 
— — , in (V), so gewinnt 
X yCv ~y~ OX) 

man die Darstellung (v positiv, ganz): 

1 Ix I 1 7 *^ 



bv (a + bxy ftva" a + bx 



brla^'-^a + bx)^ 2a''-^(a + bx)^^'"^ (v + l)a{a + bxy-^\' 

Nunmehr ist noch der Fall v = zu erledigen, d. i. also : 

Ix 



(13) M.. =/- 



+ bx 



dx. 



Setzt man wiederum u = a -j-bx, so geht das Integral 
über in: 

(14) M^i = X / ^^> {u = a + bx). 




366 § 34. Integrale der Gruppe (Y). 

Sei zunächst b positiv, so zerlegt sich M^i wie folgt: 
(15) Jtf-_i = i P-^^^^du - Üb . lu. 

Hier sind wieder die Fälle eines positiven und eines 
negativen a zu trennen. Bei positivem a muß u positiv 
und > a sein (falls l{u — a) reell ausfallen soll). Mit Kück- 
sicht auf die Reihenentwickelung von Z(l + ^) (Diffr. § 20, 
(TV), S. 270) und gliedweise Integration (s. § 38), sowie 
Formel (8), kommt (t* = a + hoc) : 

(a, 6 positiv; u > a). 

Ist dagegen a negativ = — o^ , so ist entweder w > % 
oder aber \u\ < a^ . Im ersten Falle hat man nur in (Vci) 
a mit — a^ zu vertauschen. Im zweiten Falle, |«*I <«i, ge- 
langt man zu der Beihe (t^ = a -f- hx) : 



(VC,) ij- 



IX , 7 7«l . W i*2 ^3 ^|4 



(6 positiv, a negativ, =» — a^ , |u[ < a^). 

Ist andererseits & negativ, so hat man in (15) rechts 
im ersten Gliede h durch — 6i , u — a durch a — w zu 

ersetzen, im zweiten Gliede den Faktor — z-Z6 durch ^r-lK. 

Das Integral / du kommt bei positivem a , 

|w| < a auf die Entwickelung (Vc^) zurück, bei negativem 
a=^-- a^, und folglich auch negativem u^^ — u^ auf 

\n ^2 ^^ ^ un^ damit auf ( Vcg). 



/ 



Der besondere Fall, daß a oder 6 in M^^ (13) ver- 
schwindet, war bereits in (8) und (5) ededigt. 



Ein anderes Analogen zu (1), (4), (6) wird gegeben 
durch die beiden algebraisch- trigonometrischen Typen: 

(16) Sn=jocl^smxdx, Cn=jo(f*cosxdx. 
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Durch partieUe Integration gewinnt man sofort die 
Bekursionsf ormeln : 

(VI) Ä = - af c + nO.-!, a - a:"5 - nSn-u 

wo Cf s zur Abkürzung für coso;^ sin^ stehen^ und hieraus 
die weiteren: 



(Vio 






Von jetzt ab sei n ganzzahlig. 



1. Fall, n positiv, ganz. 

Wendet man die Formeln (VI') wiederholt an, so ge- 
langt man schließlich , je nachdem n gerade oder ungerade 
ist, zu den Restintegralen Sq = — Cf Cq = s, S^ , Cj , wo 
sich 8i, Ci aus (VI) bestimmen: 



(17) 



Si = — cx + s, Ci = xs + c. 



So entstehen, wenn man zur Abkürzung schreibt: 
nf^)=znf w(2) = n(« — 1), w(*) = n(n — l)(w — 2) usw., 
die Darstellungen : 

Sn = — x^'c + [ni^)x^-^8 + n(2)af -«c] 

— [ni^^af'-^s + n^^^af'-^c] + [] — [] + — ... 

M-2 



(Via) 



+ (— 1) » [w(«-^);ri5 + w(«)a;Oc] , 

Cn ==[X^S + wO)ä:"-1c] — [ÄWa^-«S + w(8)ä^-8c] 



N-S 



+ (— 1) « [w("-*)a;2s + w("-i):rc] 



n 



+ (— l)2n(")a;0s, 

wo n zunächst gerade angenommen ist, während sich die 
für ein ungerades n geltenden Darstellungen von (Via) nur 
dadurch unterscheidlen, daß sie bei 8n abschließen mit 



ti+i 



n-l 



+ (— 1) 2 [n("-2)a:25 + w(«'i^a;c] + (— 1) ^ w(")^Os, bei Cn 

n-l 

mit + (- l)~^[fif-*'-^)x^s + n^T'^x^c] . 
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2. FalL n negativ, g^^^j r= — v. 
Die Rekursionsformeln (VI), (VIO nehmen jetzt die 
Gestalt an: 

Je nachdem v ungerade oder gerade ist, kommt man 
schließlich zu den Bestintegralen S-i, (7_i, oder S_2> C^2y 
wo, gemäß (VIi): 

(18) /S_2«a;-i5-C.i, (7_2 = - ^->c — /S_i. 

Dann fließen aus (VII) die Darstellungen (v gerade): 



(__ 1)« (r - 1)! S_, = - x-^s - [1 !a;-«c + 2lx-^s] 
+ [3!;r-*c + 4lx-^s\ -[] + []- +... 

y-2 



(VIb) 



+ (_!)» [(v-3)!a;-(''-»)c + (v-2)!a;-(''-»)s] + C7_,, 

r 

(- l)^(v -1)!C_, = [a;-»c + l!a;-«s] 

- [2!a;-»c + 3lx-*s] + [] — [] + — ... 

+ (- 1)*^[('' - 4)!a;-(-»)c + (r - 3)!ar-(''-«)s] 

+ (-1) * (»'-2)!a;-(-i)c + 5-i; 
und andererseits (v ungerade): 

(- 1) * {v- 1)!5_, = - [x-^c + l)\x-*s] 

+ [2lx-'c + 3lx-*s] -[] + []- + ... 

v-l 

+ (-1) » [{v-3)lx-(^-*^c+(v-2)lx-(r-^h] + C.t, 

y+l 



(VW) 



(-1) » (v — 1)!C_, = «-!« — [l!a;-*c + 2!a;-»s] 
+ [3!a;-*c + 4lx-^s] _[] + []- + ... 

r+l 

+ (- 1) » [{v - 4)!a;-('-»)c 



.1) 
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/sin OD 
dx, 

dx sind nur durch Reihenentwickelung aus- 

X 

zuwerten (s. § 38). Setzt man für sina;, cos^r die in Diffr. 
§ 20, (la), (IIa), S. 264, 267, aufgestellten Eeihen ein, so 
ei^ibt die gliedweise Integration: 



(VIc) 



e _ f^^^^-j __ x^ x^ x'^ 

*-' ~i ^""^ =^ * ~ 373! + 5:5! ~ tTT! + ~ • • • ' 

^ fcoax , , x^ ■ X* x^ . 

^-=i-^'^^=^^-2:2]+4:4!-6:6!+— • 



Durch partielle Integration werden auch die Integrale von 
der Form je^^siumxdxy je^'^cosnxdXy jef^^smmx^mnxdx, 
J&**&inmxco&nxdx, jef^^coemxco&nxdxy sowie die Inte- 
grale der zyklometrischen Funktionen erledigt. 

Man hat: 

/ a/c"^ sinmo? dx = e^^ smmx — mjef^^ co&mx dx , 
\ ajef^^co&mxdx = e^^cosmx + mje^'^sinmxdx, 

und damit einzeln: 

(a2 + m^)J€^^ sinmx dx = (ß^^(a sinmo? — m coamx) , 
(a2 + m^)J€f*^co8mxdx = e«^(acosm^ + msinmÄ;). 



(vn) 



Mit Rücksicht auf die trigonometrischen Relationen: 

2 sinm^rcoswa; == sin(m + n)x + &m{m — n)x, 
2cosm^cosnrr = cos(m + w)a; + cos(m — n)Xf 
— 2 sinmiT sinw^r = cos(m + n)x — cos(m — n)x 

kommen dann die Integrale j ef^^ smmx cos nx dx , 
jef^'cosmxcosnxdx, jef^'^smmxsmnxdx ohne weiteres 
auf einen der beiden Typen (Vit) zurück. 

W. Fr. Meyer, Integralrechnung. 24 
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Endlich ist direkt ersichtlich, daß: 

IsTCsmx dx = lic'arcsina; dx = xdxosivkx — \- dx^ 

J J Jl/^-^' 

I arctga; dx = Ix^ arctga? dx = x arctga; — / ^ dx, 

folglich: 

f favQsiax dx =« a;arcsma; + Vi — ^'^ y 
(VTTT) i •' 

( jüTctgx dx = ^arctgiT — ^ Z (1 + ^^) j 

und ganz entsprechend: 

f f arccosir dx = x arccosir —Vi — x^f 
( jsTQCOtgx dx = X arccotga? + ^l{l + x^). 



K^apitel n. 

Sätze über Integrale. 

§ 35. Elliptische Integrale und Funktionen. 

Verschiedene Aufgaben (S. 100, 132, 249) führten auf 
Integrale von algebraivschen Funktionen, die als einzige Irra- 
tionalität die Quadratwurzel aus einer ganzen Funktion f{x) 
vierten Grades enthielten. Die einfachsten Integrale dieser 
Art sind, wenn A,B,,,E reelle Koeffizienten bedeuten: 

(1) J^a,)^[^- ( ^^ ^ 

wo die ganze Funktion f{x), nach Maßgabe des Gaußschen 
Satzes (§ 31), bereits in lauter ungleiche*) Linearfaktoren 
zerlegt gedacht sei: 

(2) f{x)^A(x - <x,){x - o^,){x--ß^){x ^ ß,). 

Nach dem Muster des § 28, wo ein Integral von der Form 

/dx 
- — vermöge einer linearen Substitution von x auf 

■}lax^ + 2hx+c r ^^ /. ^^ 

eine der beiden Normalformen / , / - — gebracht 

werden konnte, wird man auch das Integral (1) auf geeig;nete 
Normaltypen reduzieren. Entsprechend den drei Hauptfällen, 
daß entweder alle vier Wurzeln von f(x) reell sind, oder 
nur zwei, oder endlich gar keine, wird man, unter x^ **) eine 

*) Sobald irgend zwei der Linearfaktoren gleich werden, 
reduziert sich das Integral (1) auf eines der in § 28 erledigten. 

**) Für *: = wird (la) und (Ib) zu f ^^ == arcsin^f (§ 25, 

24* 
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positive Größe verstanden, folgende drei Normaltypen in An- 
satz bringen: 

(la) 



/, 



y(i — z^)(i'-x^0^) 



k " 



— 0^) (1 + «2^2) 

(ic) r '' - . 

J y(l + ^2) (1 + ;,2^2) 

Es entsteht dann die Aufgabe, jeweils vermöge einer geeig- 
neten reellen Substitution: 

(10 + b 

^ ^ CJ3 + d 

das Integral J (1), bis auf einen reellen konstanten Faktor, 
in eines der drei Normalintegrale (I) zu transformieren. 

Hilfssatz. „Eine lineare Substitution (3) läßt 
die Form des Integrales J (1) ungeändert:" 

In der Tat, da: 

, . dx ad — hc 

^^ Jz^(c7+d)^' 

und f{x), abgesehen von einem Nenner {cz + d)^, wiederum 
in eine ganze Funktion f^(z) vom 4. Grade übergeht, so 
transformiert sich J{x) (1) vermöge (3) in: 

(5) J,{z) = {ad-lc)j-^^ 



Nunmehr soll die Eeduktion von J (1) auf eine der 
drei Normalformen (I) der E^ihe nach durchgeführt werden. 



(IHa), S. 281), (Ic) zu [ -^^— = l{z + »TT^) , (§28, (mb),S.297); 

J y 1 + «' 

für X = 1 wü-d (la) zu Ty^ = i^ f^^ (§ 27, (Hb), S. 285), 
endlich (Ic) zu /y^^= arctg^?, (§ 25, (Ua), S. 281). 
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Fall la. f{x) hat zwei reelle Wurzelpaare oci, 0^2', ßi, ß2' 
Da die Wurzeln von (1 — z^) (1 — x^z^) die Werte + 1, 

+ — haben^ wird man vermöge (3) etwa äj in 1 , ^2 in — 1, 
Ä in — , iS« in überführen. Sollen zunächst den Werten 

X X 

X = (Xi, 0C2 die Werte ^ = -f 1, — 1 entsprechen, so ist die 
Substitution (3) jedenfalls von der Gestalt: 

Da weiter den Werten x = ß^, jSg die Werte 13 = — , 

korrespondieren sollen, so haben die unbekannten Größen /jl, x 
den beiden Bedingungen zu genügen: 

/7k\ ß^ — ^i 1 + « 

Hieraas entsteht durch Division resp. Multiplikation: 

^^ {ß,-cc,){ß,-cc,)-^-\l+J ^' 

^' 0?1 - «2) (Ä - «2) '^^ 

Vermöge (8) erhalt man: 

l--ß 



(10) X = 



1 + fX 



*) Die linke Seite X von (8) heißt das Doppelverhältnis der 
vier Werte 0Ci9 oc^f ßn ß^' ^^i® Eelation (8) drückt den bekannten 
Satz aus (s. diese Sammlung, Bd. YII, § 3, Nr. 41), daß dies Doppel- 
verhältnis vermöge (3) oder (6) in das der vier zugeordneten 

Werte +1, —1, -\ , übergeht. Da «j, oi^y ß^, ß^ als im- 

gleich vorausgesetzt sind, kann X weder = 0, noch = 1, noch = oo 
werden, mithin sind gemäß (10) auch die Grenzwerte p^ = 0,1 
ausgeschlossen, x selbst darf stets positiv genommen werden, 
da man andernfalls nur ß^^ mit ß^^ zu vertauschen hätte. 
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Soll H reell, also X positiv ausfallen, müssen die linken Seiten 
von (7a^, (7 b) gleichnamig sein, was sich, und zwar noch auf 
mannigraltige Art, durch geeignete Anordnung der mit dx^, 
^2> ßiy ßi bezeichneten Wurzeln von f(x) erreichen läßt. 
Das noch willkürliche Vorzeichen der Quadratwurzel werde 
positiv gewählt, dann wird < « < 1. Bei diesen Fest- 
setzungen wird auch jul (9) reell, und erhält das Vorzeichen 
der linken Seiten von (7 a), (7 b). 

•Durch Auflösung nach x nimmt die Substitution (6) die 
Gestalt an: 

^ ^ ' cz-\-d ^(1 -'/i) + (1 + /i) N' 

wo: 

(12) ad — fcc = 2^(ai — Äg) • 

Indem man mittels (11) der Reihe nach x—cx.^^ x — a<^^ 
X — ß^^x — ß^ bildet, erhält man, mit Rücksicht auf (7 a), (7 b) : 

(13) N\x-a^){x-(K^)=^fji((x^-oi^y{z-^l)[z+l)y 

N^(x-ß,)(x-ß,) 

(14) _ - ^i^(Ä - oc,)(ß, - oc,){h0 - l){x^+ 1), 
und damit, gemäß (2): 

(15) mf{x) 

1 -«2 

4^/^2K - ^2)^K - /g2)K - igi)(i -^')(i - ^'^') 

(1 + >cY 

Mit Rücksicht auf (5), (12) gilt daher das Ergebnis: 
la. „Vermöge der reellen Substitution (11) 
geht das Integral J{x) (1) über in: 

(la) Ji (e) 

^ 1 + x r ds „ 

Hier ist noch dafür Sorge zu tragen, daß auch das 
neue Integral eine einheitliche reelle Form annimmt. Seien 
x^y X2, x^y x^ die der steigenden Größe nach geordneten 
Wurzeln von f{x). Bei negativem A muß dann die Inte- 
grationsvariable X in J(x) (1) dem Intervall (x^ , a^) resp. 



— 1 
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{xg , x^) angehören, falls J{x) reell existieren soll. Schreibt 

man alsdann a^, Äg, /?i, /?2 resp. jSi, /?2> öti> 0^2 ^^^ ^i^^2> 
Xq, x^, so werden die linken Seiten von (7a), (7b) (und da- 
mit fx) positiv, und desgleichen {a^ — ^2) (*2 "~ ßi) • ^^^ posi- 
tivem A dagegen maß x \iiJ[x) entweder dem Intervall {x^y x^) 
oder aber (a?^, c», x^) angehören. Schreibt man jetzt ßi, »^9 

<^2^ ßiy resp. (x^2y ßiy ß^y^x ^^^ ^i^^2?^3>^4» ^o fallen die 
linken Seiten von (7 a), (7 b) (nebst fx) entweder beide negativ 
oder aber beide positiv aus, dagegen (0^1 — ^Sg) («2 ~ A) 
negativ. 

In allen Fällen wird demnach der konstante Radikand 
— Ä((x^ — ß^) (ötg — jS^) positiv, aber auch die ganze Funktion 
(1 — z^) (1 — «2 02) ^ da dem durchweg mit (a^ , oc^ bezeich- 
neten Integrationsintervall von x das Integrationsintervall 
(+ 1 > — 1) von z korrespondiert, und < x^ < 1 ist. 

Im besonderen kann auch der Koeffizient A in (1) gegen 
Null konvergieren, d. h. f{x) sich auf eine ganze Funktion 
dritten Grades in x reduzieren *). Es kommt das darauf hinaus, 
daß eine der Wurzeln von f(x) unendlich groß wird. Das 
Nämliche gilt auch für den folgenden Fall Ib. 



Fall Ib. f{x) hat zwei reelle Wurzeln äj , oi^y und 
zwei konjugiert komplexe ^ , ^2 = % dz * ^2 • 

Man ordne den Werten a^, (x^^y ßn ß^ von x die Werte 

1, —1, T— , — -r— von z zu, so bleibt die Form der 
%x %x 

Substitution (6) resp. (11) erhalten, während die Bedingungen 

(7a), (7b) zu ersetzen sind durch: 

&i — g^i +i\ 1 —ix 

y^^^) i^^cc, + ib,~~^l+ix' 

(16b) 6,-^,-^62 ^ M^ 

Die Multiplikation ergibt: 
(17) „2 ^ (^t - «1)^ + ^ 

so daß ^, und damit die Substitution (6) reell ausfällt. 

*) Die bezüglichen Beduktionen an den in den Fällen la., Ib. 
aufgestellten Formeln im einzelnen durchzuführen, sei dem Leser 
überlassen. 
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Setzt man zur Abkürzung: 

^ ^ (&i - «i) (&i - «2) + «^ ' 

SO liefert die Division von (16 a), (16 b) zur Bestimmung 
von x: 

1 +t 



1-x^ 



2x 



„9) i±4i . (1+42 ■ . 

^ ' 1 —tv \1 —IX/ 

somit : 

(20) v;«2 ^ 2 « - V = , 



(21) , = ^ l + jT+v^ 

V 

WO das Vorzeichen der Quadratwurzel positiv gewählt werde, 
so daß wiederum < x^ < 1 . 

Mittels der Substitution (11) berechne man wieder 
X — Äi, X — (X2, ^ — ßiy 00 — ß^j so kommt: 

(22) N^{x - öCi) {X - oc^) ^M^^- oc^y {z - 1) (;ef + 1) , 
und, wenn man zur Abkürzung setzt: 

(23) p« = [«!-/*«,- \ (1 - ti)Y + m - fiY , 

andererseits : 

(24) N^(x-ß,){x-ß,) = 5 (1 + "' ^*) > 



X» 



somit: 

(25) N*f{x) = - A{xi - «2)« P^^Jl- e^) (1 + x« ä«) . 

X^ 

Mit Eücksicht auf (5), (12) gilt demnach: 

Ib. „Vermöge der reellen Substitution (11) 
geht das Integral J(x) (1) über in: 

dis 



(Ib)er,(.)«^l/-^.A== 

^ P y A J y(l - ;&2 



)(1+ «2 02) 



*) Die Größe v (18) kann nicht verschwinden, da nach Voraus- 
setzung weder &2 = > noch «^ = «j sein darf. 
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Soll das neue Integral eine reelle Gestalt besitzen, so 
wird es genügen^ zu zeigen, daß man fi nach Belieben po- 
sitiv oder negativ wählen darf. Denn bei negativem A muß 
{x — (Xi){x— (X2) in (1) negativ sein, d. h. x dem endlichen 
Intervall {oc-^, oc.^ angehören, dann aber ist gemäß (22) bei 
positivem fi 1 — z^ positiv, und für z =Q wird gemäß (6) 

= — /i , d. i. negativ. Bei positivem A dagegen muß 

X ^2 

{x — Äi) {x — ^2) in (1) positiv sein, d. h. x dem Intervall 
(«2,00, Äi) angehören, dann wird wiederum, vermöge (22), 

bei negativem fi 1 — z^ positiv, und für ^ = 

X — 0^2 

positiv. In beiden Fällen kommt also z in das (endliche) 
Integrationsintervall (— 1 , +1) zu liegen. 

Das Vorzeichen der (reellen) Größe fx bestimmt sich 
durch eine der Gleichuugen (16), etwa (16 a). Bezeichnet 
man mit 91 den reellen Bestandteil einer komplexen Größe, 
so läßt sich (17a) in die Form kleiden: 



(26) yu = SR 



\ — Äi — X ?>2 + i{x(6i — Äi) + \) 



.\— (X2+ x\ — i {«(61 — Äg) — \}\ ' 

T I % S 

Nun ist der reelle Teil einer komplexen Größe 



<^') « (^:) = ^ 



t — tu 

t — US 



+ u^ 
Somit ergibt sich im vorliegenden Falle (26): 



(28) ^ 



(61 - oc,Y + bl 



Hier aber ist das Vorzeichen von 62 beliebig wählbar, 
da ein Wechsel des Vorzeichens von 62 nur die Vertausqhung 
der Bezeichnungen ß^, ß^ zur Folge hätte. Mithin kann 
auch fi nach Belieben positiv oder negativ genommen 
werden. 



Fall Ic. f(x) hat zwei Paare konjugiert komplexer 
Wurzeln : 

OCi, oc^^Oi +i^2 f A , /?2 = <^i ± *&2 • 
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Man ordne vermöge der Substitution (3) den Werten 

^if ^29 ßi9 ß2 von X resp. die Werte i, — i, -;— , — -t— 

von g zu. Dann tritt an die Stelle der Substitution (6) 
die folgende: 

(29) ^IL^ = ^^_^», 

und an die Stelle der Bedingungen treten (7 a), (7 b) die 
folgenden: 

Die Division liefert: 

m X (&1 - diY + {h - <hY _ . _ / i + x \« 

^ ^ (&i - »1)' + (62 + «2)' u - J ' 

woraus, wie im Falle (la), ein reelles x mit der Bedingung 
<,x^ <1 hervorgeht. 

Setzt man zur Abkürzung: 
(32) r= 2(a,-Ma. 



(61 - Oi)^ + (61 - «1) ' 
SO ergibt die Multiplikation von (30): 

woraus, wie im Fall Ib. folgt: 

(34) ^ = 1 + 1^, rQ^+2Q-x^0, 

WO das Vorzeichen von /i, und damit der geeignete Wert 
von Q, durch (30) bestimmt ist Löst man die Substitution (29) 
nach X auf, so gelangt man mittels (34) zu der reellen 
Substitution : 

^ ^ — QZ + 1 N ^ 

wo: 

(36) (a^ — Qa^) • 1 + ö(e «2 + «1) = «2(1 + Ö^) • 
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Aaf Grund von (35) erhalt man: 

(37) N^(x - «i) (X - «2) = oi(l + e«) (1 + e') , 

(38) N^{x - ßy) (x - ß,) = Q^iX + X« z^) , 
wo: 

(39) Q^^ia^-h + Qa^Y + lly 
somit: 

(40) N^f[x) = AQ^dl[l 4- Q^){1 + ^2)(1 + x2i?2) . 

Mit Benutzung von (5) und (36) resultiert demnach: 

Ic. „Vermöge der reellen Substitution (35) 
geht das Integral J{x) (1) über in: 



\f- 



(Ic) Ji(^) = -'/ 



U 



QyA i{l+z^)(l + x^z^) 



Da Ä im vorliegenden Falle als positiv vorausgesetzt 
werden mnä^ ist auch der konstante ^ sowie der variable 
Radikand in (Ic) positiv^ und die Integrationsintervalle 
von X, wie von sind beliebig. 



In Anknüpfung an die Eektifikation der Ellipse (8. 132) 
nennt man Integrale J(x) von der Form (1) „elliptische 
Integrale" und zwar „von der ersten Gattung", und 
die drei Normaltypen (I) die „elliptischen Normalinte- 
grale erster (Gattung/* 

Die letzteren lassen sich aber auf eine einzige trigono- 
metrische Nprmalform bringen. Setzt man in den drei 
Normalintegralen (0 < «^ < 1) : 

da) f' ^' , gb) /, ^' 

J yi-4r2)(i -««««) J i(i- «*)(i + >«*«*) 

1 

7 y(i+j?*)(n-«^«*) 


der Reihe nach: 

(41) (a) z = sin^? , (b) ;? = COS9? , [6) z = tgy? , 
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so erhalt man unmittelbar die trigonometrisohen Integrale: 



(Ha) 



yi -— x^ sin^^? 



<p 



(Hb) -^=^ / ^=£i_, i« = -i^, (0<A»<1) 



(Hc) /— =i==, x'^=l-xS (0<x'»<l), 
yi — x^sm^^ 



die umgekehrt wieder vermöge der Substitution (41a) 
= sin^? auf den algebraischen, nach Legendre benannten 
Normaltypus*) führen: 

(I) u= f — ^^ , < «2 < 1 , 



WO das Integrationsintervall von z auf (— 1 , 1) zu be- 
schränken ist. 

Somit ist der grundlegende Legen dresche Sats be- 
wiesen: 

n. ^Ein elliptisches Integral erster Gat- 
tung J{x) (1) läßt sich vermöge einer von drei 
reellen Substitutionen der Form: 

(42) (a)^ = ^^±|S^, (b)^ = ^±^, 

c + «81095 c + 000899 

^^^^-c + dtg9,' 



*) Durch die Substitution z* = y geht (I) in die andere 

Normalform über: 

ff 

dy 



.-ij 



l^y (1 - y) (1 - '«' y) " 
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bis auf einen konstanten reellen Faktor, auf 
die trigonometrische Normalform bringen: 

J yl — «2 sm^<p J Aq) 



wo die obere Grenze (p einen beliebigen po- 
tiven oder negativen Wert haben darf/^ 

Die Größe k heißt der „Modul'* des Integrals, die 

Größe «'= + yi — «2 der „komplementäre" Modul. 

Nunmehr ziehen wir die allgemeinsten „eUiptischen Inte- 
grale" in Betracht. Nach Analogie des § 29 versteht man 
darunter Integrale von der Form: 

(III) jll(x , co)dx, o) =. ff(x) , 

f{x) = Ax^ + Bx^ + Cx^ + I)x + E, 

wo R eine rationale Funktion bedeutet. 

Wie in § 29, läßt sich das Integral (III), abgesehen 
von dem Integral einer rationalen Funktion, zurückführen 
auf die Gestalt: 

(Hla / r^- y 

J W) 

unter F(x) wieder eine rationale Funktion von x verstanden. 
Mittels je einer Substitution von der Form (42) wird (Illa) 
auf eine der trigonometrischen Gestalten gebracht: 

lÄos /«N f li(^i^(p)d(p , . f R(co&(p)d(p 
<*^) Wj j^ , (b)j j^ , 

*R{tg(p) d(p 



io)f- 



A(p 

wo JB wiederum eine rationale Funktion bedeutet. 

/i („\ 

Faßt man in einer rationalen Funktion 11(2) = -^^-., 

' H{z) 

sowohl im Zähler G{z)y wie im Nenner H{z)y einmal die 
geraden, sodann die ungeraden Potenzen von z zusammen, 
so erhält man die Umformung (vgl. § 32, (19)): 
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^ ^ x^ W - ^^^^ - ^^ ^^,j + zH^{z^ 

d. h. eine rationale Funktion läßt sich stets als Summe einer 
yygeraden^', Iti{z^)j und einer ^^ungeraden^S zB2{z^) darstellen. 
Dementsprechend zerlegen sich auch die Integrale (43). 
Führt man aber in einem der Integrale: 

(45) (a) /' sipyJ^(8ipV)^y ^ ^^ rcos(pR^(coß^(p)d<p ^ 
J A<p J Afp 



(0)/' 



Acp 
die Größe 
(46) u = sin^^? 

als neue Variable ein, so reduzieren sich alle drei Inte- 
grale (45) auf den in § 28 erledigten elementaren Typus 

du, wo r{u) rational in u, und <p(u) eine ganze 



/ 



Funktion zweiten resp. ersten Grades in u ist. 

Denmach erübrigt noch die Untersuchung solcher Inte- 
grale (43)^ bei denen 12 eine gerade rationale Funktion ist, 
und diese Integrale gehören ersichtlich alle dem einen 
Typus an: 

rR{Qm^(p)d(p 

J A(p ' 

Zerlegt man nunmehr die rationale Funktion jR(sin^9?) 
nach Anweisung der §§ 29, 30 in Partialbrüche, so zerlegt 
sich auch das Integral (IV) in ein lineares Aggregat vcMi 
Integralen der Form: 

,^ TT f {m + sm^(pyd(p 

(^ ^ ^^=^J Ä^ ^ 

oder, für sin^? « x : 

' " j y(i - a;2) (1 - x*a;2) ' 

wo der Index /i eine ganze, positive oder negative Zahl 
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Wie in § 28 die Integrale f, ^'^"J^ . , wird man 



(mkL 0) ist und m jeweils eine reelle resp. komplexe Kon- 
stante. 

^ax^+2bx + c 
auch jetzt die Integrale (V) resp. (V') mittels einer Re- 
kursionsformel auf einige Integrale von niedrigsten Indizes ju 
zurückführen. Da eine partielle Integration in diesem Falle 
nicht zum Ziele führen würde, beachte man, daß die Ab- 
leitung des Produktes (m + x^y* x y(l — x^) (1 — x^x^) 
= (m -|- x^y*X(o , falls man a> durch Erweiterung stets in 
den Nenner bringt, nur Glieder von der Art: 

(m + x^y-^ x^{m + x^y*-'^ x^im + x^y-'^ x^(m + x^y*-'^ 
(47) _____ ^ _ , _ , ^_ 

enthalten kann. Ersetzt man hier der Reihe nach in den 
Faktoren x^, x^=^{x^y, x^ ^ (x^)^ jeweils x^ durch 
(m + ^^) — w , und entwickelt wieder nach dem binomischen 
Satze, so gelangt man, da j[(m + x^y*xa)Ydx = (m + x^y*X(o, 
durch Integration zu der Rekursionsformel für die Inte- 
grale J^ (VO : 

(VT) (m + x^fxy(l — x^) (1 - x^x^) 

wo:*) 

I «^+1 = - 2(1 + /i) [1 + x2(l + 3m)] , 
^ ' I Ä^ = (1 + 2/i) [1 + 2m + m«2(2 + 3m)] , 
. a^_i = — 2m/z(l + m) (1 + mx^) . 

Durch die Substitution x = sinq? geht aus (VI) die 



*) Für X = , d. i. Ji» = / ^7- ^"*^ *^®^ "a*+2 = 0, 

J VI — »• 
so daß in (VI') das Glied mit Jf*+2 wegfällt, wodurch die Be- 
kursionsformel (P) des § 32 (S. 348) en tsteht. Für /i = kommt 

dann — 2 Jj (1 + 3m) + J„(l + 2m) = x^l — cc* , so daß sich alle Jf* 
durch Jq und J-i ausdrücken lassen. Ist im besonderen auch 
noch ni = 0, so kommt man auf die Bekursionsformel (H) des 
§ 28 (8. 314) für f{x) = 1 — a;« zurück. 
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entsprechende Bekursionsformel für die Integrale jF^ (V) 
hervor: 

(VI) (m + &m^<py&ui<p cos(pA(p 

III. „Auf Grund der Rekursionsformel (VI) 
resp. (VI^) läßt sich jedes Integral JF^(V) 
resp.«7'^(V'), abgesehen von einem elementaren 
Bestandteil^ als lineares homogenes Aggre- 
gat der drei Integrale: 



(VH) 



resp. 



(VIII 



^o = ^=/|-J. ^.=/ 



{m + mi.'^(p)d(p 



Acp 



■- =/ 



d(p 



{m + sia^(p)A(p' 



^'=H% -^-z 



{m + ^^)d^ 



(O 



■- =/ 



d;r 



(m + x'^) (o 



darstellen/^ 



Die drei Integrale (VII) resp. (VII^ heißen nach 
Legendre die drei (trigonometrischen resp. algebraischen) 
„elliptischen Normalintegrale erster, zweiter, 
dritter Gattung". 

Als Normalintegral zweiter Gattung läßt sich ersicht- 
lich auch 

f&iR^q)d<p fx^dx 

J Aq> ' ''^'P- ]~^ 
einfuhren. 

IV. „Damit ist jedes elliptische Integral 
entweder auf ein elementares Integral, oder 
aber, von einem solchen abgesehen, auf eine 
der drei Gattungen (VII) resp. (VII') zurück- 
führbar." 

Daß nun die neuen Integrale (VII) resp. (VIF) wirk- 
lich über die elementaren Funktionen hinausführen, erkennt 
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man schon im Falle der ersten Gattung, wenn man die 
Umkehrung des Integrals Jq resp. Fq untersucht. Setzt 
man zu dem Behuf mit Jacobi: 

(54) / ■ — = u = / , ^ {x = sin 99) , 

j y(l - x^) (1 — x^x^) J yi - ÄJ'^sin^^? 



(55) (p = amw , ^r = sin amt* == g{u) , 

so wird Xy als Funktion von u betrachtet, eine reelle 
Periode besitzen. Um diese zu finden, wird man fragen, 
um welche Große sich x zu ändern hat, damit sich zxnu 
um ein Vielfaches von n resp. 27i ändert. 

Sei also n eine ganze positive Zahl, (k ein beliebig 
gewählter Wert von 97, so versuche man, das Integral 



/d(p „ jdq) _ 
A(p ^ j A(p "" 



= u zurückzuführen. Führt man xp = (p-\- nn 
als neue Variable ein, so daß für 9? = , y^ = + nn , für 

(p =: oc + nn, y; = oc wird, so geht / -p- über in 1 —r-- 

a (X "^nn 

/dtp , fdw [dxp fdw j . j 

"^nn 

variieren läßt, und demgemäß tp für ck schreibt, andererseits 
för die Integrationsvariable tp den Buchstaben (p verwendet: 



Hier ist: 

' <")/i=±[Ä+&+Ä+-+/i]- 

W. Fr. Meyer, Integralrechnung. 25 
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Aber die 2n Integrale rechterhand haben alle den 
nämlichen Wert. Denn bedeutet m wiederum eine positive 

(m+l)y 

ganze Zahl^ so unterwerfe man /-p- der Substitution 



m - 

mn ^ 



X = (p 5-, so kommt: 



.-r ^ ^ 



(m+l)y 2 i 



i^-i%-i%- 



JK 

"»2 



Setzt man daher: 

rr 

(59) h- = I ^" _ = K, 



so geht (56) vermöge (57), (58), (59) über in: 

(60) l^ = u + 2nK, 



oder mit Hilfe der Bezeichnung (55): 

(61) sjn(u + 2nK) == q? + n7t, am(w + 4nJr) = 9? + 2njr. 

Da sin 9? die Periode 2 71 besitzt, d. h. für jedes ganz- 
zahlige, positive n &in((p + 2n7c) = sin 99 ist, so besitzt 
nach (61) x ^ Biaamu die Periode 4:K: 

(VIII) sin am(t^ + 4:nK) = sin amt^ . 

Man nennt die Größe K (59) mit Legendre das voll- 
ständige Integral erster Gattung. 

Die reelle Periodizität (VTH) der Funktion sinamu 
(55) läßt sich aber auch direkt einsehen. Die Funktion 

wo das Vorzeichen von A(p stets positiv 



-'-) =/^- 
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genommen werde, hat für jedes positive q) einen positiven, 
mit (p beständig wachsenden Wert Durch die Substitution 



x = ^\n(p ging F{<p) über in J(x) 




dx 



'^{l-x^)(l-x^x^)' 



Da aber der Substitutionsfaktor -^— = cos w = Vi — x^ 

dq) ' 

negativ wird, so oft q) dem zweiten oder dritten Quadranten 
angehört, so hat man in J{oc) das Vorzeichen des Radikanden 
allemal negativ zu nehmen, so oft rr das Intervall (+1 jO, — 1) 
durchläuft, dagegen positiv beim Durchlaufen des Intervalles 
( — 1,0, + 1)« Mit anderen Worten: die ursprünglich ein- 
deutige Funktion J[x) , wo x bei positivem Radikanden auf 
das Intervall (0,1) resp. (0,-1) beschränkt war (im letzteren 
Falle geht J{x) in — j\x) über), wird zu einer unendlich 
vieldeutigen Funktion von x erweitert oder „fortgesetzt", 
indem man x zunächst bei positivem Radikanden von x ^=6 
bis ic = 1 laufen läßt, wo J{x) den Wert K (59) anninmit, 
sodann x in umgekehrter Richtung, bei negativem Radikan- 
den, von 1 über bis — 1 , wo dann J{x) für x = resp. 

— 1 die Werte 2K resp. iK erhält, nunmehr wieder x von 

— 1 über bis + 1 gehen läßt, bei positivem Radikanden, usw. 
Den so entstehenden beständig wachsenden positiven Werten 
von J[x) stehen die entsprechenden negativen Werte gegen- 
über, zu denen man gelangt, indem man den beschriebenen 
Weg von X in entgegengesetzter Richtung (0, — 1, 0, + 1, 
0, — 1 usw.) verfolgt. Dann ist unmittelbar ersichtlich, daß, 
wenn x = Xq irgend ein Wert zwischen — 1 und + 1 ist, 
und dieser nach einem vollen Hin- und Herlauf von neuem 
erreicht wird, der Wert von J(x) um das Vierfache von K zu- 
resp. abgenommen hat. Das ist aber der Inhalt von (VIH). 

Nunmehr frage man nach einer etwaigen zweiten 
Periode der Funktion sin amw . 



Gemäß (41) und (Hc) ging / »v TT'" 7 t; ^^^^ 



dz 

+ ^2y(i + x^z^) 





dq) r dq) 

772^in2^ J ^9^(^)' 



25* 



möge z = tgq) über in / J^ ^ = / ^_f j^ , wo 
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8 



x'^ = 1 — x^f und 1 ^ ^" = vermöge = sin99 





<p 



dz 

y(l - ^2) (1 - ;g2^2) 



Über in \ a , x j wo jetzt genauer Aq){x) resp. A<p{xr) für 



yi — x^%m^(p resp. yi — xf^mx^q) steht 

Andererseits führt die imaginäre Substitution ss = ix 

dz 

y(i + z^) (1 + «2^2) 



d., i""^ /-- ■ -"• - - ^ «■>" " 



o; 

dx 



i 



y(l - X^) (1 ~ ?«2^2) 
Ö 

Setzt man also: 





80 folgt aus der Beziehung 8in9:7 = itg^ die andere: u = iv , 
d. h. es ist: 

(IX) sin Bmiv(x^) =» itg Bmv(xf) . 

Führt man demnach die zu jE^(59) analoge Größe ein: 

T 1 



« f^-fw^ 



iC2)(l — ^2^2) 
Ö 

80 tritt an die Stelle von (61): 

(6r) sm{v + 2nK') = y) + nny 

und damit wird; da tg die Periode n besitzt: 

(63) tg am (t? + 2 w X') = tg amv . 
Aus (IX) geht demnach hervor, daß: 

(64) sin am (iv + 2niK^ = t tg amv = sin amit? , 
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oder^ bei Wiedereinführung des alten Ai^uments u: 
(Vm') sin am (m ± 2niK^ = sin am« : 

V. „Die Funktion rz; = sinamw = (7(t*), die Um- 

X 

/dx 
- — , 

y(l — X^) (1 - »2^2) 


besitzt^ gemäß (VIII), die reelle Periode 
4jr(59) und, gemäß (VÜIO, die rein imaginäre 
Periode 2iK' (590^ 
Man nennt daher x = QmBmu = o(u) eine doppelt- 
periodische Funktion; neben dieser zieht man noch zwei 
analoge Funktionen in Betracht: 

(ÖÖO '}/! — x^ = cos am« = y(«), /l — x^x^ = Asmu = d(u), 

und führt alle übrigen auf diese drei einfachsten zurück. 

Das Vorzeichen der Quadratwurzel /l — x^ für y(u) 
folgt dabei derselben Regel, wie oben das Vorzeichen des 

dx 

X^— H^X^) 



Sadikanden im Inte&:ral « = / '^'^ , ist also 





in jedem Intervalle von u von der Form [(4w + l)Ä', 
(4w + 3) JE] negativ zu nehmen, in den übrigen Intervallen 
positiv. Dagegen genügt es, das Vorzeichen der Quadrat- 
wurzel yi — «2^2 för d{u) ein für allemal positiv festzusetzen. 
Aus den Definitionen der drei Funktionen a(«), y{«), 
d(«) folgen unmittelbar die Ausdrücke für deren Ableitungen: 

(65)(/(«)=y(M)^(«), /(«) o{u)d{u)y y(w)«=~x2a(M)7(«). 

Die Funktionen o{u)y y(«), d(w) lassen sich, wie die 
trigonometrischen in unendliche Reihen und Produkte ent- 
wickeln, worauf hier nicht weiter eingegangen werden soll. 

§ 36. Das Addltionstheorem der elliptischen, trigono- 
metrischen, hyperbolischen Funktionen und der 

Exponential-Fnnktion. 

Um für die im vorigen Paragraphen unter (55), (55') 
eingeführten elliptischen Funktionen sinamM = a(«), cos am« 
= y(«), Jam«=^(«) ein Additionstheorem aufzustellen, 
gehen wir vorerst einen Schritt zurück. 
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Das in § 2 entwickelte Verfahren zur Herleitung des 
Additionstheorems der trigonometrischen Funktionen x =» ünu 
und X = tgti auf Grund von deren Differentialeigenschaften : 

läßt sich ohne Mühe so modifizieren^ daß dabei lediglich 
von der Eigenschaft (1) als Definition Gebrauch gemacht 
wird, so daß also die Funktionen x = %mu, a? = tgw ein- 
geführt werden vermöge der Integrale: 

(2) (-^_ = u'), j^, = u 







yi — ^2 j 1 + ^ 



indem die obere Grenze x als Funktion des Integralwertes u 
gedacht wird. 

Wir wenden uns indessen gleich zu einer fruchtbareren 
Methode. Liegt eine Relation zwischen zwei Variabeln 
X, y vor : 

(3) f{x,y)^z, 

so kann man sich von der Gesamtheit der (3) genügenden 
Werte x^ y, z in doppelter Weise eine Vorstellung bilden. 

Entweder faßt man, wie üblich, a?, y als unabhängige 
Variabein, z als abhängige Variable auf. Oder aber man 
betrachtet z als eine variierende (oder willkürliche) Konstante, 
während Xy y als Funktionen einer einzigen unabhängigen 
Variabein, etwa Xy erscheinen. 

Gerade diese zweite Auffassung wird sich nunmehr, 
wie überhaupt in der Theorie der Differentialgleichungen, 
als nützlich erweisen. 

Eine der einfachsten Relationen von der Form (3) ist: 

(4) u + v --^ Wj (w willkürliche Konstante). 



*) Bezüglich des Vorzeichens der Quadratwurzel gilt genau 
das entsprechende, wie in § 35, S. 387 über das Integral 



/ 





X 

dx 



V(l — x«)(l~«'ic») 
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Setzt man: 
(5) X = sinu y y = sinv , c = sinw , 

■ 

C08U = yi — x^ y cosv = yi — y2 ^ 

WO c, an Stelle von Wy als eine neue willkürliche Kon- 
stante betrachtet werde, so nimmt das Additionstheorem der 
Funktion Sinus die Gestalt an: 

(I) ^yi-^2 + 2/yi-:r2 = c, 

wo für a? = y = c wird. 

Für u als unabhängige Variable wird yi — x'^ = — ==zC(fy 
yr^^ = -£y oder wegen (4) yi-y^ = _ _^ = _ ^ , so 
daß sich (I) auch in der Form schreiben läßt: 
(!') xt/ — yxf=c . 

Andererseits setze man, vom Integiralstandpunkt aus: 

X y c 

(6) / ■ = Uy \—=J=. = V, / , ^Wy 



so tritt an die Stelle von (4): 

X y ' c 

(1\\ f dx f dy f de 



_ .1 ' 



ii-x^ J yi-^2 j yi 



WO wiederum y für a; = den Wert e annimmt. 

Danach repräsentiert sowohl (I), wie (II) die allgemeine 
Losung, mit derselben willkürlichen Konstanten c, der 
aus (4) durch DiflFerentiation hervorgehenden Differential- 
gleichung : 

Um daher rückwärts das Additionstheorem (I) der 
Funktion sint^ auf Grund der Integraldefinition (6) abzu- 
leiten, gehe man von der Integralgleichung (II) aus, und 
suche für die differenzierte Gleichung (III) eine zweite all- 
gemeine Lösung in algebraischer Form. 
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Indem man u als unabhängige Variable ansieht^ laßt 
sich (m) ersetzen durch das System der beiden Differential- 
gleichungen : 

(7) g = ^=yT^., |_^=-vlir^. 

Wie in § 2 gehe man zu den zweiten Ableitungen 
über: 

(8) ^ = ^'=_^ ., 

du* yl — x^ 

— ^ = y" = —^^ — = — y • 

du'^ il — y^ 

Aus (8) folgt sofort die Differentialgleichung zweiter 
Ordnung: 

(9) xyr'—yo(f'= {xyT — afijy =0 , 
deren einmalige Integration liefert: 

(10) xi/—yaf=c, 

oder nach Substitution der Werte (7) die Gleichung (I). 

Da für x = y = c wird, stimmt die willkürliche Kon- 
stante c mit der in (II) auftretenden überein. 

Definiert man nunmehr gemäß (6): 



(11) [^-^^ 



y = sint; , c = sin(M + v) , 
= cos«* , yi — y2 = eos^ ^ 



so nimmt das Additionstheorem der Funktion siau die 
übliche Form an: 

(P) sm(u -\-v) = sinw cosv + cosu sinv , 

aus dem 'das der Funktion cosu leicht folgt. 

Das soeben erläuterte Verfahren zur Aufstellung von 
(F^ läßt sich nach Darboux auf das elliptische Normal- 
inteeral erster Gattune übertragen. 

Setet man zur Abkürzungf 



(12) CO (x) = y(l - x^) (1 — x^x^), 
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und führt die Großen u, v, w gemäß § 35 (54) ein durch: 



dy C de 

w 



C dx C dy C de 

6 

so dient wiederum als Ausgang die Relation: 

(14) U + V ==W y 

wo Wy resp. c als willkürliche Konstante fungiert. 

Durch Differentiation nach der unabh&igigen Varia» 

beln u geht aus (14) das System hervor (^=3-^ y'= 3^)« 

(15) af=^(o{x), if iü{y), 

und aus (15) durch nochmalige Differentiation 






Aus (16) folgt sofort, als Analogon von (9): 
(1 7) yaf' — xif' = 2x^xy(x^ — y^) = {yaf — xtf)' . 

rationalen Ausdruck mit HiUe der quadrierten Gleichungen (15) : 

/^m ^ j (a?2—2^2)(l— x2ir2y2) 

xxf+yx^ 

Die Division von (17) durch (18) führt zu der Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung: 

^ ^ yaf—xyT 1 — x^x^y^ ' 

deren einmalige Integration unmittelbar ergibt: 

l(jyxf —xy^ = l[c{l — x^ x^ y^)] , 
oder: 



1 
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d. L mit Einsetzung der Werte ai y jf ans (15): 

Die willkürliche Konstante c stimmt wiederum mit der 
in (14) auftretenden überein^ da beidemal y für x — Q den 
Wert c erhält. 

Hierbei ist zu beachten^ daß Formel (IV), wie die Her- 
leitung zeigt, im übrigen unverändert'') bleibt, wenn das 
Radikal co (12) ersetzt wird durch: 



(120 o>(^) == y(i + ^*) (1 + x« ip2) . 

Man führe nunmehr, wie in § 35^ (55), (550> gemäß 
(13), die Funktionen ein: 

(21) X = sin amM = <j(tt) , yi — a;* = cos amw = y (t*) , 

yi — Ti^x"^ = J amw = b{yi) , 

wo für das Vorzeichen der Wurzel bei y{fi) genau dieselbe 
Kegel gilt, wie die auf 8. 387 angegebene, während das Vor- 
zeichen der Wurzel bei ^(w) stets positiv genommen werden 
soll, und entsprechend a(v), y(«;), 6(v), so wird c gemäß (14) 
gleich a(w + v) : 

I. „Damit geht (IV) über in das Addi- 
tionstheorem der elliptischen Funktion 
sin amM « a(u) : 

(V) a(w + t;)- 1 _ ^2 ^2(^) . ^2(^ • 

Bildet man mit Hilfe von (V) 1 — a2(w + v) = y2(f^ -j. i;)^ 
\ — 7t^o^{U'\-v)^=^b^{^-\'V)^ drückt alles durch ö(«^) resp. 
a(t?) aus, und zieht in geeigneter Weise wieder zusammen, 



*) Allgemeiner erhält man auf demselben Wege, für 
ö) (aj) = iA + Bx^ + Cx* an Stelle von (IV) die Relation 

a?<»(y) + y^(3g) _, 

A — Cx^y^ " ' 

/"da; 
und damit das Additionstheorem der Umkehrung des Integrals /—pr. 
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so ergeben sich volle Quadrate und damit die Additionstheoreme 
der elliptischen Funktionen y(u) = cos smu, d{u) = A amw:*) 



(VO 



yi^U + V) = 



bijA + v) = 



6{fji) • i(i;) — X* a(w) • a(v) • y (w) • ^(t?) 



Das Vorzeichen der rechten Seiten bestimmt sich durch 
die Bedingung^ daß für i? = y(tt) resp. b{v) hervorgehen muß. 



Die Spezialfälle 7i=^^y resp. 1 führen auf elementare 
Funktionen zurück. 

Für 7i = w ird nach (12), (1 3) (ü{x) = yi — a;«, 

a; = sinw, yi — ä;» = cos«*, yT^^2^=l, und (V), (V) 
gehen unmittelbar über in die Additionstheoreme der trigono- 
metrischen Funktionen sint«, cos «*.'*'*) 

Für x=l wird a>(a;) = 1 — rr^, und nach (13), sowie 
§ 27, (IIb), 8. 285 : 

(22) «=/'-i^ = |?l±£, 

^ "^ J 1 — X^ ^ 1 — X 



oder durch Umkehrung: 

(23) ;, = r(«) = ^^. 

*) Das Vorzeichen der drei Funktionen o{u), y(u), d{u) in 
den einzelnen Interyallen (0, jST), (Z", 2ä), (2Z', SiC) usw., wie es 
durch (V), (V) geliefert wird, stimmt genau mit den früher an- 
gegebenen Kegeln überein.- 

••) Die reelle Viertelperiode K (§ 35, (59)) von sin am u wird 
1 

jetzt / = TT (s. u., S.398); dagegen die imaginäre Periode 2i JT' 

Jyi — x* ^ 



unendlich groß. Denn für limx = 0, konvergiert K' (§ 35, (590) 
1 

gegen /r^, also nach §27, (Hb), S. 285 gegenlimii J^==+oo. 



Umgekehrt wird bei der Exponentialfunktion die reelle Periode 
imendlich groß. 
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Man nennt die Funktion T(u) den hyperbolisohen 
Tangens (s. u., 8. 397). 

Die linke Seite von (IV) spezialisiert sich jetast £u: 

,o4^ a;(l -^ y«) + y(l >- x^) _ x + y 

^ ^ 1 - x^'y^ 1 — xy' 

^,8omit lautet das Additionstheorem des hyperbolischen 
Tangens T(u): 

(VI) ^(«+-) = rTÄ-^-" 

Die Formel (VI) erhält man auch direkt aus (23) ver- 
möge des Additionstheoremes der Exponentialfunktion <?^ 
(s. u., 8. 400): 

(VIO c'(«+«') = c»~ • e*% 

und umgekehrt folgt aus (23) und (VI) wieder (VT). 



Analog fasse man auch für <o{x) = y(l + a:2)(l4-«2/p2j 
(12') die beiden Spezialfälle x = 0, 1 ins Auge. 

Für x = entsteht (o{x) = il + ^. Nach (13) und 
§ 27, (Illb), 8. 286 wird bei positiv zu nehmender Quadrat- 
wurzel: 



X 



(25) u=[-^.= =^l{x + il + ^, 

j yi+x^ 



und durch Umkehruug (§ 2, (25), 8. 13): 

oder, mittels der Funktionsbezeichnimgen x = S{u) , yi + x^ 
= C(u): 

(26) S(„) = fl-^, C(«) = ^l±l-. 

Diese beiden Funktionen 5(u), (7(u) heißen der hyper- 
bolische 8inus resp. Kosinus; deren Additionstheoreme 
sind auf Grund von (IV): 

J iS(ti + v) = iSt* • Cv + Sv . (7m , 

\ C(w + v) = Cu . Cv + Su'8v . 
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y 1 + ic2 

80 gewinnt man auf dem in Diflfr. § 19 verfolgten Wege 
die für jeden Wert von u konvergenten Beihenentwick- 
lungen (s. u., 8. 402): 



(vno 



U^ . U^ 



S{u) = tt + 3j + ^ + . . . , 



u^ . u^ 



C(u) = l + ^ + ^ + .... 



Zwischen 8(u) und C(u) besteht die Identität: 

(27) (72(w)-Ä2(w) = l. 

Liegt also die Mittelpunktsgleichung einer gleichseitigen 
Hyperbel vor: 

(28) x^-y^^l, 

so lassen sich die Koordinaten x, y eines Hyperbelpunktes 
darstellen durch: 

(29) x=C{u), y=^S{u), 

genau wie im Falle eines Kreises a;^ + y2 -= i x und y 
durch X » cost« , y » sint4 . Daher rührt die Bezeichnung 
von S(w), C{u) als hyperbolische oder (Hyperbel-) Funk- 
tionen^ als Analogie zu sinw^ cosm als trigonometrische 

(oder Kreis-) Funktionen. Und wie tgt« = , so ist auch 

^ ' ^ cosw 

gemaB (23), (26) der hyperbolische Tangens T{uy. 

S{u) 



(30) T{u) = 



C{u)' 



Endlich wird für x = l w{x) in (120 gleich l + x\ 
also nach (13): 



398 § 36. Das Additionsiheorem der Funktion tgu. 
und (IV) zu: 

(m ^(1 + y') + y(i + x^) _ ^ + y 

^ ^ l-x^y^ 1-xy' 

BO daß das Additionstheorem von tgu hervorgeht: 

tgu + tgt; 



(Vni) ig{u + t;) = 



1 — tgt^tgt? 



Zum Schlüsse möge noch kurz angegeben werden^ wie 
sich die soeben betrachteten elementaren Funktionen über- 
haupt auf Grund ihrer Definition als Integrale resp. deren 
Umkehrungen einführen lassen. Man setze zunächst: 



X 



"7=== = w > x = s(u), ^1-x^ = c(u) , 

yi — x^ 



(33) 



1 
dx 



in= 



X' 



-K*) 



WO, wie in § 35, S. 387, die Quadratwurzel unter dem Inte- 
gral, wie bei c{v), negativ genommen werde, so oft x das 
Integrationsintervall (— 1,0, +1) in negativer Richtung 
durchläuft, oder, was dasselbe ist, so oft u ein Intervall 
[(4w + l)JE^, (4»+3)iri in der einen oder der anderen 
Bichtung passiert. Daß K, d. i. die Viertelperiode von s{u) 

TZ 

(§ 35, (59)), mit der in der Planimetrie eingeführten Zahl — 

übereinstimmt, erkennt man sofort, wenn man mittels der 
Integralformeln (§ 4, (V), resp. § 11, (I)) den Inhalt resp. 
Bogen eines Viertelkreises berechnet. 

Da sf{u) = c{u), &(u) = — s{u)y und s{u), c{u) stetige 
Funktionen von u sind, erhält man, wie in Diffi*. § 20, die 
für jeden Wert von u konvergenten Beihenentwicklungen : 



1 

/dx 
. einei> bestimmten "Wert besitzt, 



trotzdem für x = l die Integralfunktion unendlich groß wird, wird 
in § 38 genauer erörtert. 
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(IX) 



c(«) = l-2j + 4j- + 



die die Übereinstimmung von s{u)f c{u) mit den in der 
Trigonometrie eingeführten Funktionen ein«, cos« dartun. 
Umgekehrt dienen die Reihen (EX) für komplexe Werte des 
Arguments als Definition von s(u) = sinu, c{u) = cosu 
(s. § 33, 8. 357). Zugleich ergibt sich direkt aus (IX) von 
neuem das Additionstheorem beider Funktionen (Diffr. 8. 268), 
und zwar für reelle, wie für komplexe Werte von u. 
Die Funktion f{u) = tgw wird eingeführt durch: 

(34) m = ^ , 

c{u) 

so daß f{u) = 1 + P{u)f mithin t{u) auch*) als Umkehrung 
des Integrals 



(35) u 



-h 



X 

dx 



ö 



erscheint. Das Additionstheorem von t{u) fließt auch direkt 
vermöge (34) aus denen für s(m) und c(w) . 

Die Umkehrungen der trigonometrischen Funktionen 
(Diffr. § 10) arcsinw, (arccosw), arctgt* erscheinen jetzt 
erweitert als unendlich-vieldeutige Funktionen, insofern einem 
Werte der Funktion die Reihe der Argumentwerte u,u + 2ny 
u + ^7i, USW., resp. ti, u-^n, u + 27t, usw. entsprechen. 



Definiert man andererseits die „Exponentialfunktion" E{u) 
(für reelle und komplexe Werte von u) durch die Forderung: 

(X) E'{u) = Eiu), J5?(0)=-l, 



*) Umgekehrt kann man auch zuerst von der Existenz 
von t(u) ausgehen, und durch die Forderungen 

m = 'J^y »«(«) + C'(«) = 1 , 

nebst den Vorzeichenregeln für «(t*), c(u) die Funktionen 8(u), 
e{u) bestimmen. 
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so gelangt man sofort (Difir. 8. 269) zu der für alle Werte 
von u konvergenten Reihenentwicklung: 

(xo ^(«) = i + » + öi + öi + ---' 

aus der direkt (1. c. 8. 269) das Additionsiheorem von E{u) 

folgt: 

(X'O E{u + v) = E{u) . E(v) . 

Die Umkehrung der Exponentialfunktion wird als 
^^natürlicher Logarittunaus^' L(u) eingeführt^ wo wiederum u 
die unabhängige Variable bezeichne^ d. i. also als Integral: 

X 

(36) ""^jl^- 

Das Additionstheorem von L(u) lautet auf Grund 
von (X"): 
(X"0 L{xy) = L{x) + L{y) . 

Versteht man unter e die Größe: 

(37) ^ ^ e = J5;(l), 
so ergibt sich: 

(38) (e»y=c», c« = l, 

und damit die Übereinstimmung von E{fi) mit der elemen- 
taren Funktion (^ (Diffr. § 12)^ sowie von L(u) mit der 
elementaren Funktion l{u) (I. c). Endlich gelangt man zurück 
zur Definition der Potenz a** durch die Forderung: 

(39) {a^y^^^a'^la, a^ = ly 
und zu deren Additionstheorem: 

(40) a«+'' = a?*a'' . 



Zwischen den Funktionen s(w), c{u)^ E{u) findet ver- 
möge ihrer Reihenentwicklungen (IX), (X') die „Eul er- 
sehe Identität'' statt: 

(XI) E{i u) = c(u) + i s{u) , 



§ 36. Die Exponentialfunktion und der Logarithmus. 401 

die 8ich auch in irgend eine der folgenden Formen bringen 
läßt: 

E{u) = c{iu) — is(iu) , 
, , Eli u) + E(-iu) , , E(iü) -E{- iu) 

E(2u) — 1 . . ^ ^ 1 + ia; 



(XIO 



r^''^ = E(2u) + l ^ 2iarctg^ = L — 



ia;' 



wo die letzte mit der in § 32^ (7) aufgestellten zusammen&Ut. 

Im besonderen dienen diese Identitäten dazu, die Funk- 
tionen s{u)f c(u) für reelles resp. rein imaginäres Argument 
durch die Exponentialfunktion E{u) für rein imaginäres resp. 
reelles Argument auszudrücken, und umgekehrt. 

Aus der Identität (XI) fließt auch direkt die imaginäre 
Periode 4iK{^2i7i) der Exponentialfunktion: 

(Xn) E(u + 2i7i)=^E{u), Eiu + iTtj-^-Eiu), 

oder auch^ mit Rücksicht auf (X^'): 

(XnO -E(2i7r) = l, E(i7i)=^-ly in^ £(-1);*) 

der Logarithmus L(u) erscheint daher als unendlich viel- 
wertige Funktion, insofern jedem Werte von u die Argument- 
werte L{u), L{u) + 2171, L{u) ±4i7tf usw. zugehören. 



Nunmehr gehe man zu den hyperbolischen Funktionen 
(Sinus^ Kosinus) S{u)y C{u) über, die für 

(41) «=/t^ 



bestimmt sind durch: 



2 



(Xin) X = S{u) , yi + a;2 = C{u) , 

wo in (41) und (XIH) die Quadratwurzel stets positiv zu 
nehmen ist. 



♦) Die Frage nach der Existenz und dem Werte des natür- 
lichen Logarithmus von — 1 (und überhaupt der Logarithmen 
negativer Zahlen) blieb lange Zeit hindurch eine unentschiedene. 
W. Fr. Meyer, Integralrechnung. 26 
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Da S'{u) = C{u) f C{u) == S{u) , erhält man, wie in 
Diffr. §§ 19, 20, die für jeden (reellen und komplexen) Wert 
von u konvergenten Beihenentwicklungen : 



(VW) 



U^ . U^ 



1 



8{u) = ** + 3] + 5j + • • • > 



M« . W* 



CM = 1 + 2"; + 4j + . . . , 

und damit von neuem die Additionstheoreme: 

„jj / ^^'* + "^ ° '®^") ^^"^ + '^^*'^ ^("^ ' 

' -' \c{u + v)= C(u) Civ) + S{u) S(v) , 

sowie, durch Y«rgleich mit (X'), die Identität: 

^(w) == ÄCw) + C(u) , 

nebst deren zu (XP) analogen Gestalten. 

Die dritte der Relationen (VII") deckt sieh mit dem 
Inhalt der Integralformel (25). 

Bildet man endlich aus S(u), C(u) den hyperbolischen 
Tangens T(u): 

(XIV) rw - ^5 , 

SO ergibt sich: 

(42) T'(u) =^1-T2{u), 

und damit T(u) als obere Grenze des Integrals: 



andererseits aber, wegen (VIPQ, die Identität: 

d. i. aber der Inhalt der Integralformel (22). 

Das Additionstheorem (VI) von l\ü) erscheint dann 
entweder als eine Folge von (VII), oder auch von (X"). 
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§37. Differentiation des Integrales nacli einem Para- 
meter. 

Es kommt häufig vor, daß die Integralfunktion noch 
von einem Parameter a abhängt, und daß nach diesem das 
Integral differenziert werden soll. Das zwischen zwei be- 
stimmten Grenzen a, b genommen gedachte Integral sei: 

6 

(1) u{(x) «= fg{x, (x) dx . 

a 

Es werde angenommen, daß auf die Funktion g{x, oCj, 
als Funktion von x betrachtet, innerhalb eines vorgelegten 
Intervalles, während x ein Integrationsintervall (a, 6) durch- 
läuft, der Mittelwertsatz (Diffr. § 15) anwendbar sei: 

(2) g{x, <K + AoC)=^g(x, (x) + Aoc .^i^L^^ 

wo oc^ einen Mittelwert zwischen (x und a + zJ ä bezeichne. 
Dann wird: 

b 

(3) u{(x -\- A(x) = I g{x, (K -\- A(x)dx 

h h 

a a 

somit der Ditierenzenquotient -r— = — ^^ — ■ — — ^—^ des 

Integrals (1): 

(4) . 4^=/"^^^^. 



a 



Läßt man hier A(x gegen Null konvergieren, so ergibt 

du 
sich der gewünschte Differentialquotienfc -j- : 



h 



d(x / d(x 



a 

26' 
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I. ^^Enthält die Integralfunktion noch einen 
Parameter, so wird unter der oben an- 
gegebenen Voraussetzung das Integral nach 
diesem Parameter differenziert^ indem man 
unter dem Integrale die Integralfunktion 
nach dem Parameter differenziert." 

Es liege z. B. das vollständige elliptische Normal- 
integral erster Gattung vor (§ 35, (59)), mit dem Para- 
meter (X = X' : 



TT n 



(5) 





J + yi _ ;,2 8i„«^ J 



d(p 
A(p 



Man hat: 



d \ 1 sin^^? 



somit gemäß (E): 



(6) 



dx^ Atp 2 A^ip ' 



T 

dK 



dx^ 



/sin« 9? 



Da die rechten Seiten von (5), (6) stets positiv sind, 
so ist K eine stets positive, bei wachsendem x^ stets 
wachsende Funktion von x^ . Für x =0 erhält K den 

Wert -^ , für x* = 1 wird offenbar K == + ooy denn für 

X = sin^?, x2 = 1 geht K (§ 35, (59), § 36, (22)) über in: 

1 







*'^L-+~- 



§ 38. Entwickelang von Integralen in Reihen. 

Ein wichtiges Hilfsmittel zur theoretischen Darstellung 
und praktischen Berechnung von Integralen ist deren Ent- 
wickelung in Reihen. 
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Es liege vor das Integral: 

(1) Jl^jg{x)dx, 

WO das Integrationsintervall (öt, x) den Wert x = ent- 
halte,*) und die reelle Funktion g{x) für aUe x eines Inter- 
valles (a, ß^x) gemäß Diffr. § 19 in die konvergente 
Maclaurinsche Reihe entwickelbar sei: 

(2) g(x)=^gQ-\-xg^+x^g.i +... + ^-^fl'n-i + ^ö'n + ..., 

so^ daß für ein genügend großes n und beliebiges p stets : 

wo Bn{x) eine positive^ in (o^y ß) gleichmäßig stetige^ bei be- 
liebig wachsendem n gegen Null konvei^erende Funktion sei. 
Nach § 33 ist dann die Beihe für g{x) gliedweise 
integrierbar und man erhält, bis auf eine willkürliche Kon- 
stante^ die konvergente Reihe: 

(4) J: = lg(x) dx 

= 5^0^ + fl^l 2" + 5^2 y + . . . + flfn-1 — + fl'n ^ . ^ + . . • , 

mit der Fehlerabschätzung: 

(5) P- , = </„ 



1 af+p I f 

j + • . . + flr„+p-i^q— <jB,{x) dx . 



n + 1 ' ' ""^"-^n + p 

Besonders einfach gestaltet sich die Integration einer 
alternierenden resp. gleichnamigen Maclaurinschen Beihe, 
für die das Leibnizsche resp. Cauchysche Kriterium er- 
füUt ist (Diffr. § 23, S. 363; § 22, S. 331). 

Die untere Grenze x in (1) sei der Bequemlichkeit 
halber gleich Null angenommen. 



*) Andernfalls entwickele man, wenn a irgend ein Wert 
zwischen a und x ist, g(x)=^g[{x — a)-\-d\ auf Grund der Tay- 
lor sehen Beihe nach Potenzen von x — u. 
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Sei erstens die Reihe (2) eine alternierende, also ent- 
weder, bei positivem x, die Keihe der Qi eine alternierende, 
oder aber, bei negativem Xy die Reihe der Qi eine gleich- 
namige. Femer sollen die Glieder in (2), absoint genonunen, 
(von einer gewissen Stelle an) sukzessive abnehmen und 
gegen Null konvergieren. 

Dann tritt an die Stelle von (3), (5), da fcxf^ dx = — —r : 

^ « + 1 

(30 \Bn,p\<\gn^\, (50 \PnJ<'^^\9n^^^V 

Da aber die integrierte Reihe (4) wiederum eine 
alternierende Reihe ist, so, daß die absoluten Glieder 
sukzessive und gegen Null abnehmen, so fällt die Fehler- 
abschätzung (50 mit der Leibniz sehen Regel für alternierende 
Reihen zusammen. 

Analoges gilt, wenn die Reihe (2) eine gleichnamige, 
also etwa eine positive ist, so daß entweder, bei positivem x, 
die g, eine positive, oder aber, bei negativem a;, eine alter- 
nierende Reihe bilden. Überdies sei das Cauchysche 
Kriterium erfüllt, d. h. (von einer gewissen Stelle an) 

^^•^^^^ h±^x^e«l)y dann tritt an die Stelle 

von (3), (5): 

(3") i^.<^, (5'0 Pn,.<-^,^. 

Die integrierte Reihe (4) ist wiederum eine gleichnamige 
(bei positivem x eine positive, bei negativem x eine negative); 

da aber ^^^^"^^l.Jn^^" ^ 9n^.'^x<^^x <e 

n + 2 n + 1 gn n + 2 ^ Qn 

wird, so stimmt die direkte Anwendung der Cauchyschen 
Restregel abermals mit der Abschätzung (5^0 überein. 

Im folgenden seien einige Beispiele behandelt, die zu- 
gleich auf früher (Diffr. § 20) gewonnene Reihenentwickelungen 
ein neues licht werfen, und überdies eine wesentlich kürzere 
Herleitung derselben gestatten. Hierbei mögen auch einige 
Ausnahmefälle berührt werden, die eintreten, wenn entweder 
die Reihe (2) für die obere oder untere Grenze des Integrals 
versagt, oder aber das Integral selbst. 
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X 



Da arctg(— ^) = — arctga:, kann man sich auf ein 
positives x beschränken. 

Statt -r—, — ^ in eine Maclaurinschc Reihe zu ent- 

1 + ^^ 

wickeln, empfiehlt es sich, um auch dem Grenzfalle x=^l 
gerecht zu werden, die durch algebraische Division (§ 29, J.) 
hervorgehende, für jedes x gültige Identität zugrunde zu 
legen : 

(6) -^=l---a;2-|-a;4--+...+ (-l)"-Ja;2"->+(---l)n-^l-. 



1 + x^ - » . , , ., ^ , , ., ^^^2 

Die Integration derselben liefert: 



X 



Da für a; > 1 + ic» > 1 , so erlaubt der Mittel wert- 
satz (§ 5) für das Bestintegral die Abschätzung: 

X X 



Um indessen aus (7) eine konvergente Reihen- 
entwickelung zu gewinnen, muß gemäß (8) die Beschränkung 
X ^1 eintreten, dann gut : 



(I) aTctgx= - 



X 

dx 



-\-x^ 

u 

x^ x^ a?***-^ :r2«+i 

= ^-^ + -.-- + ...+ {-1^-^^ 1 +(-!)" ^Vt+- 

o 2w — 1 ^ 2» + 1 
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mit der Leibnizschen Fehlerabschätzang (8). Für x = 1 

resultiert die Beihe für -r-. 

4 

Das Ergebnis stimmt völlig mit dem in Diffr. § 20, 

S. 293, 296 auf viel umständlicheren Wege erhaltenen überein. 

Der Fall x>l läßt sich auf den oben behandelten 

zurückführen. Denn es ist — = arctga; + arccotgip = arctgo: 

1 ^ 

+ arctg— , also; 

X 

(9) ardga? = ^ ~ ^^*S— • 

Die Eeihe für arctg— fließt aber, sobald x>l , aus (I) 

X 

1 
durch Vertauschung von x mit — . 

X 



IL l{l + x)= f 



X 

dx 



+ x' 



Man trenne die Fälle eines positiven und negativen x 
und verfahre im übrigen wie oben. 

IIa. X positiv. 

Die algebraische Division fuhrt zu der für jedes x 
gültigen Identität: 

1 ' a^ 

und deren Integration zu der Darstellung: 



X 



(11) ^(i + -)=/rT^ 





X 

= ^-S + ?-... + (-i)"-'? + (-i)"/'i4^d^. 





3 •••^ ^ ' » ^^ ' ]\+x 



n 
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Da für x> l + a;>l, ergibt der Mittelwertsatz für 
das Eestintegral die Abschätzung: 

X 





+ x w + 1 



Auf Grund von (11), (12) gilt die iür x^l kon- 
vergente alternierende Entwickelung: 

X 



/y»2 /y»3 /y^ /y»H + l 

=»^-|+j-+-+(-^)-'t + <-^)-^+- 

mit der Leibnizschen Fehlerabscbätzung (12), überein- 
stimmend mit DiflFr. § 20, S. 271, wo besonders die Her- 
leitung der Fehlerregel größere Schwierigkeiten bereitete. 

n^. X negativ. 

Man schreibe lieber — x statt x , so wird — ? ( 1 — ^) 

X 

dx 

. Damit das Integral einen endlichen Wert er- 

j. ~~~ X 

halt, ist hier von vornherein ^ iP ^ ß« 1) anzunehmen. 
Dann lauten die den Entwickelungen (10), (1 1) entsprechenden : 

1 iC** 

(100 1 — l + a:+a;2 + ... + a:~-i + 



— X 1 — x 



X 



u 

Nach dem Mittelwertsatz ist: 

X X 

(120 /j^d^<^^/^«da; i.e. < 
u u 



— X 1 — fif n+1 1— c 
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Somit gilt, übereinstimmend mit Diffr. § 20^ S. 272^ die 
Eeihe, mit der Cauchysohen Fehlerabschätzung (12'), für 
^a;^€ <1: 

w) -i(i-»)_/i§-^_,+f +..,+f+^+... 



In derselben Weise ergibt sich für ^ a; ^ e < 1 die 
Reihe fär die Umkehrung des hyperbolischen Tangens (§ 36, 
S. 396): 



(H 



> ^^l-x-jl-x^-''+ 3 +'-- + 2n-l+jl-a;«'*'^' 



dx < 



/= 



6 

wie in Diffr. § 20, S. 275. 



X 

/dx 

+yi- 



m. arcsin x = 

x^ 

Da arcsin (— x)== — arcsin ^^ beschranke man sich auf 
ein positives x , wo vorerst x^e <1 angenommen werde. 
Dann gilt die konvergente binomische Entwickelung 

(Diffr. § 20, S, 285) für , ^ = (1 - x^)'^ : 

yl — ä;2 

1.3...(2n-3) 

^2.4...(2n-2)'^ ^•••' 

für die^ da die ZahlenkoefBzienten positiv < 1 sind^ 
und sukzessive abnehmen^ die C au chy sehe Fehlerabschätzung 
für den Rest Bn.p zutrifft: 

(14) Ä«,P<i 



«2 
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Somit entsteht (Diffr. § 20, S. 304) die Reihe (O^iC^c <1) : 

( 111 ) arcsm x = I -t==^= dx = x A \- ,., 

^ l>3...(2n-~3) ^^»^-^ 

"*'2.4.,.(2n-2) 2n-l"*'"*' 

wo für den Rest P„^p wiederum die Cauchysche Kegel 
Platz greift: 

(15) p„^^<_____<_^ 

Schwierigkeit bereitet hier nur der Grenzfall x = 1, 
wo die Integralfunktion — unendlich groß wird. Daß 

trotzdem das Integral für iP = 1 , . d. i. lim / einen 

^ 

endlichen^ bestimmten Wert annimmt, läßt sich auf Grund 
des Mittelwertsatzes (§ 5, I) und zwar ohne Kenntnis der 

Trigonometrie zeigen. Da yi + ^> 1 > so wird für < fi < 1 , 

, = — 2yi — ic : 



e « 

(16 /-_ < / ■ 1. e. 



<2(i-yi^)<2. 



Das (aus lauter positiven Elementen zusammengesetzte) 
Integral (16) bleibt daher, wie nahe sich auch c an 1 be- 
finden möge, unterhalb des Wertes 2. 

Bedeutet weiter ri irgend einen Wert zwischen e und 1, 
so hat man: 

(17) r!^</lii=<2(yi^-yi3^)<2yi^, 



e 



d. h. der Zuwachs, den das Integral (16) erfährt, wenn man 
€ durch f] ersetzt, konvergiert zugleich mit l — s gegen Null. 
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X 

Somit ist lim / ei& bestimmter endlicher Grenzwert^ 

*=V yi — a;2 

von dem man wie in § 36^ 8. 398 zeigt, daß er gleich -^ ist. 

Da aber andererseits auch die Reihe (lil) gemäß 
Diffr. § 22, S. 340 für x=\ noch konvergiert, so gdit aus 

(ni) für a; = l die Reihe für -^ hervor, mit der Cauchy- 

schen Restabschätzung (15) (für x ^ 1). 

Eine analoge Behandlung erfährt die Umkehrung des 
hyperbolischen Sinus (§ 36, S. 396): 



X 



I ( iw-> l-3...(2n-3 ) 
^^ ^> 2.4...(2n-2)'^ +•••' 

d. i. eine alternierende Reihe, die für ^ a; ^ 1 nach der 
Leibnizschen Regel konvergiert 

X 

/dx 
(x > 1) entwickeln, so bringe 
yi + :r« 

man vermöge der Substitution a; = — das Integral auf die 

Form: 

(18) Lß^^-Lß^, (0^y<l), 

1 1 

dividiere die binomische Entwickelung für -== mit y 
und integriere, so kommt: rl + y* 

nrv.fdx _,, ,11 1.3 1 . 1-3-5 1 

^ ^^ ' yr+^2 *~ 2 ' 2a;2 2.44^*^2.4.660?« ••• 

d. i. wiederum eine alternierende, für x^l konvergente 
Reihe. 
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Nunmehr mögen noch einige in § 34 mitgeteilte Reihen 
geprüft werden. Die untere Grenze des Integrals werde 
jeweils als variierende Konstante ^ die obere aJs Variable 
betrachtet, und die willkürliche Konstante des Integrals 
unterdrückt. Man erhält sofort (1. c. S. 369): 



(IVi) 



/sin, 



sm^ , X 

dx = X — 



3 



+ 



X' 



3-3! ' 5.5! 



Die Reihe ist eine alternierende Reihe^ die für jedes x 
konvergiert. Analog ergibt sich (§ 34, S. 369): 



(IV,) 



fc08X 



dx ^ Ix 



X' 



X' 



L2.2! 4-4! 



+ -... 



Man kann sich auf positive x beschränken. 

Damit das Integral existiert, muß x^e^ sein, die 
Reihenentwickelung ist wiederum eine alternierende. 

Weiter gilt (§ 34, S. 361) : 



'/ 



(W8)l — dx = lx + 

X 



' x^ x^ af* 



2-2! ' 3.3! 



n.ni 



t 



Wie eben, muß a: ^ c > sein; die Reihenentwickelung 

ic«+i 1 

befolgt die Cauchysche Regel: P„,p< — — ^-^— ^-^^ ^_-. 

Endlich ist noch /-^^-^^(üa; zu erledigen (§34,8.366). 

J X 

Der Grenzfall a « kann ausgeschlossen werden, da er 
direkt den Wert ^{Ixy liefert (§ 34, 8. 363). Man unter- 
scheide wiederum die beiden Hauptfälle eines positiven und 
negativen a, und bei letzterem drei Unterfalle, je nachdem 
X positiv, > — a resp. ^ — a , oder x negativ ist, —x<i — a. 

Für positives a, x';> a hat man : 



1 7/ \ ^^ 

— l(x — a)=^ 

X X 



a a 

L^"^2^ 



2 a» 



'6x^ 



(V) j^l{x^a)dx^\{lxY-\- 



X ^ 2^x^^ 'd^x^^'" 
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Die Reihe konvergiert mit der C au chy sehen Regel: 
p <_ ^"^^ _j_ 

X 

Bei negativem a setze man a = — a^ . Dann konimt 
für x'^ayi 

(Vi) |l?(^ + a,)da; = i(?«;)»- [5-2^ + 3^ -...]. 



Die Reihe konvergiert nach der Leibnizschen Regel: 



Pn..< ^' 



Ist dagegen x positiv ^ a^ , so erhält man mit 
Rücksicht auf l{x + a^) = la^ + lil-] j : 

Man hat abermals die L e ib n i z sehe Regel : P„ ^ p < 



Ist endlich x negativ = — f , f < a^ , so substituiere 

man f als neue Variable: j— —dx = / ^^ — ^rff, 

dann gut: -^ ^ -^ ^ 

mit der C au chy sehen Abschätzung: JP,i,p< 



§ 39. Integrale totaler Differentiale. 

Unter dem totalen Differential df einer Funktion 
f(x, y,is, .. .) von n Variabein war (Diffr. § 21, S. 315) der 
Ausdruck : 

(1) df=dxf^ + dyf^ + dzf^ +... 

zu verstehen, wo fi die erste partielle Ableitung von f nach 
der i^^ Variabein bedeutete, und die dxy dy , dz^.,, In- 
kremente von x^ y, z , ... waren, deren absolute Werte unter 
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einer beliebig klein anzunehmenden (positiven) GröBe e 
lagen. Fallt die letztere Voraussetzung weg, so ersetze man 
das Zeichen d durch d und das Wort Differential durch 
Differenz. 

Indem wir uns zunächst auf zwei Variable x, y be- 
schränken^ die als Kartesische Koordinaten eines Punktes 
der Ebene gedeutet werden mögen, denken wir uns von 
einem festen Ausgangspunkte {Xq , y^ bis zu einem variieren- 
den Endpunkte {x^ y) eine Kurve: 

(2) x = x{t), y^y{{) 

gezogen, wo die Funktionen a;(Q, y{t)y wie in § 11, vom 
Aasgangswert t^ bis zum Endwert t nebst ihren ersten Ab- 
leitungen gleichmäßig stetig sein sollen. Kommt diese gleich- 
mäßige Stetigkeit in {t^, f) auch den Funktionen f^{ß) 

= fi[^^f)yy{i)]y U{^^K[^{^yy{^\ «^ ^^^ konvergieren 
endlich, wie in § 5, die Differenzenquotienten -r^, —^ 

dx dti 

gleichmäßig gegen die Ableitungen 0/=^-—, y=-^, so ist 

das folgende Integral, das man in den verschiedenen Formen 
Bchreiben kann: 

(3) Jdf = jfdt = j{f^!>f + Uyr)dt = //l dx + Udy, 

to «0 ^0 U 

nach §§ 4, 5 eine eindeutig bestimmte und in (^0, t) gleich- 
mäßig stetige Funktion von t, deren Wert mit f{t) — f(to) 
= f(x, y) — f{xQ, ^o) übereinstimmt : 

(I) /W^/(0-A^) = /'(^,y)-A^o,yo). 

Denkt man sich daher, unter Festhaltung vom Aus- 
gangspunkt (^oj^o) ^^^ Endpunkt {x,y) andere und andere 

Kurven („Wege") (2) unter den nämlichen Voraussetzungen, 

t 

so folgt aus (I), daß der Wert von jdf von der einzelnen 

Kurve (2) ganz unabhängig ist, und ausschließlich durch die 
beiden Werte bestimmt ist, die f{x, y) in den Punkten 
(^o^yo)> {^}y) annimmt. 
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In diesem Sinne heißt jdf= fdf das Integral eines 

-k-v. * • ^ *o>yo 

totalen Differentials, und bei Auswahl einer einzelnen 

Kurve (2) ein Kurvenintegral. 

Ersichtlich sind diese Definitionen ohne weiteres auf 
den Fall von mehr als zwei Variabein ausdehnbar. 

Würde man dagegen in der obigen Entwickelung /^ 
und /g durch zwei beliebige (nur im übrigen den nämlichen 
Voraussetzungen genügende) Funktionen (p{x,y)y \p(Xyy) 
ersetzen, so würde zwar für die Kurve (2) das Integral : 

t i 

(4) j{(paf + \pi/) dt^ jtpdx + xp dy 

ebenfalls eine eindeutig bestimmte und in (t^, f) gleichmäßig 
stetige Funktion von t sein, deren Wert aber durchaus an 
die gewählte Kurve (2) gebunden wäre. 

Es ist daher von Wichtigkeit, die Bedingungen zu 
kennen, unter denen ein vorgelegtes Diflferential (pdx-\-y)dy 
+ ;C^^ + '«' ^"f ^^ Form eines totalen oder „exakten*^ 
Differentials f\dx -{- f^dy -^ f^dz -{- . . . gebracht werden 
kann, oder, was auf dasselbe hinauskommt, unter denen die 
Funktionen 9?, ^, ;|r, co,... als die partiellen Ableitungen 
einer einzigen f angesehen werden können. Da nach Diffr. 
§ 21 für die zweiten partiellen Ableitungen von f stets die 
Identitäten fa = fut erfüllt sind, so müssen, falls für eine 
gesuchte Funktion f{x, y, Zy,,.): 

(5) (p^Af W = fi9 X = üy (O'^f^y ... 
sein soll^ jedenfalls die Bedingungen erfüllt sein : 



f 9^2 = 
1 % = 



(H) 

X2, Wi = co2, ...; ;i:4 = ö>8 > 

Um zu entscheiden, ob diese Bedingungen auch hin- 
reichend sind, erledigen wir vorerst den FaU zweier Variabein. 
Die erste der beiden Forderungen (p = f^^ V ~ ^ wird nach 
§ 4 in allgemeinster Weise erfüllt durch eine Funktion von 
der Form: 



X 



(6) f^fq>dx+Y(i/), 



Xo 
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wo Xq eine willkürliche Konstante^ und T(if) eine willkürliche 
(nur stetige und differenzierbare) Funktion von y bedeutet. 
Die zweite Forderung f^^rp liefert : 

X 



y-ryj'p 



A\) 



Setzt man von q? die in § 38 formulierten Eigenschaften 
voraus^ so kann man unter dem Integral nach dem Para- 
meter y differenzieren; da aber nach (II) ^g = Vi > so wird 

!3 « X 

■TT- f(pdx ZU fxp^dx = \p{x^ y) — \p{xQy y) oder kürzer 
= tp — yj{xQ)f und (7) geht über in: 

(8) y = v; - y^{Xo)+T{y), d. i.: T(y) = tp{xo), 

wodurch sich T bestimmt als das Integral (mit einer will- 
kürlichen unteren Grenze ^o): 

(9) Y{y)=frp(x,)dy. 

Damit ist die gesuchte Funktion f (6) ermittelt in der 
Gestalt : 

X y 

(III) f=^l(pdx+jyj{xQ)dy, 

xo Ko 

wo /"für x = Xq, y = yo verschwindet. Die Existenz der 
beiden Integrale in (III) ist dabei stillschweigend voraus- 
gesetzt. Irgend eine andere Wahl der Konstanten, etwa ^,^0? 
hat nur zur Folge, daß f (III) sich um eine Konstante ändert. 
Denn ersetzt man in (III) x^^yQ durch XQ,yQ, wodurch f 
in F übergehen möge, so bestimmt sich bei dem Ansätze 
F^ f-\- c die Konstante c durch -F(a^, ^o) — fiKyt/o) + c = ^ 
d. h. die Funktion F deckt sich mit f(Xy y) — f{x^Q, yj) . 

Wäre man analog bei der Herleitung von (HI) von 
f2 =ip ausgegangen, so würde sich die äquivalente Dar- 
stellung für f ergeben : 

ff X 

(Illa) f^lwdy+j<p{t/Q)dx, 

W. Fr. Meyer, Integralrechnung. 27 
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und durch Addition von (III) und (III a) die in x^y sym- 
metrische Darstellung: 

X f/ X ' y 

(Illb) 2f = l(pdx+ ftp dy + jfpiy^) dx + /v^(^o) ^V - 

Xo tfo ^ Vo 

Auf den eben erledigten Fall von zwei Variabein läßt 
sich der von mehreren sukzessive zurückführen. Bei drei 
Variabein x,yyZ liefert die erste der drei Forderungen (5) : 

<P^fi> W=fif X^fs' 

(10) ' f = j<pdx + X{y/z), 

Xo 

wo die noch willkürliche (nur stetige und differenzierbare) 
Funktion X gemäß f^=^y},f^^j(^ aus: 



X 



-ir- l CD dx -\- Xo 



Xq Xq 

zu bestimmen ist. Mit Rücksicht auf § 38 und die ersten 
beiden Relationen (II) i (P2 = V^d ^s =^ Xif gehen die Glei- 
chungen (11) über in: 

(12) Xg = v;(ä;o) , Xs=xM' 

Da aber gemäß (II) auch noch die Relation xs = W2 
gilt, ist die Aufgabe, X(yyZ) aus (12) zu entnehmen, gerade 
die oben für zwei Variable gelöste, und man erhält nach 
Substitution in (10) als die gesuchte Funktion f\ 



y 



(IIP) f^jfpdx+jip (Xq) dy + jx (^0 » ^0) dz , 

«0 yo «0 

wo wieder /"(a^o, ^o» ^0) =* 0, und eine andere Wahl der 
willkürlichen Konstanten x^^y^yZ^ nur die Änderung von /* 
um eine willkürliche Konstante c bewirkt und umgekehrt. 

Offenbar läßt sich dies Verfahren ohne weiteres auf 
4, 5, . . . Variable ausdehnen : 

A. ^,Die notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen, damit ein Differential q)dx 
+ yj dy -\- xdz -\- o) d;U -\- .., + ,, . ein totales 
Differential df^ f^ dx + f2dy+f^dz + f^du + ... 
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ist, wo (py'iPfXf^f" Funktionen der x,y,0,u,,.. 
sind, werden durch (ü) geliefert: 

,jjv l<P2^Wy ^^^Xiy 9^4 = ö>i , . . . ; 

Xwz^x^y ¥4 = <^2 > • • • > ;C4 = ö>3 ? • • • ; • • • 

und die Funktion /* ist von der Gestalt*): 

(III) f^f(pdx+jy){xQ)dy+jx{xQ,yQ)dz 



«9 1^0 «0 



+ l(o(Xo,yQ,0o) du + ...''. 

Man nennt die Bedingungen (II) die „Integrabilitäts- 
bedingungen^^ des Differentials (pdx + tpdy + x^^ '^'" 
Der Grund dieser Bezeichnung liegt in folgender Anwendung, 
wobei wir uns auf zwei Variable x, y beschränken. 

Eine Differentialgleichung 1. Ordnung kann man sich 

d'u 
in die Form gebracht denken, daß ^=-^ als gegebene 

QiX 

Funktion von x^ y erscheint, oder, was auf dasselbe hinaus- 
konmit, wenn P, Q zwei gegebene Funktionen von x^ y be- 
deuten, in die Form: 

(13) Pd[^+Öd«/ = 0, 

oder auch, unter t einen Parameter verstanden: 

Ist nun im besonderen die linke Seite von (13) ein 
totales Differential df(x^ y) , so läßt sich die Differential- 
gleichung unmittelbar lösen („integrieren") durch: 

(14) Ax,y)^c, 

wenn c eine willkürliche Eonstante bezeichnet. Denn da 
^"^fiy Q == f2f g®^* (13a) über in -J- = 0, d. h. i^ach dem 
Fundamentalsatz I. des § 1 ist /* eine willkürliche Konstante. 



*) Die Formel (III) läßt sich wiederum, wie bei (Illb), auf 
eine bezüglich aller Yariabeln symmetrische Form bringen. 

27* 
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Ist indessen die linke Seite von (13) noch kein totales 
Differentiali so kann man versuchen^ sie durch Multiplikation 
mit einer unbekannten Funktion /A{x,y) zu einem solchen 
zu machen^ so daß: 

(15) fji{Pdx + Qdy)^df. 

Das Kriterium hierfür ist gemäß (II): 



(16) 

oder entwickelt: 



dy dx 



Eine Differentialgleichung vom Charakter (16 a) heißt 
eine .^lineare partielle''; hat man irgendwie eine Lösung 
fji{x,y) derselben ermittelt^ so hat man damit auch die all- 
gemeine Lösung von (13) in der Gestalt (14) gefunden und 
umgekehrt. Die Funktion jjl heißt ein ^^integrier ender 
Faktor'' oder „Eulerscher Multiplikator" von (13). 

Denkt man sich die allgemeine Lösung (14) von (13) 
bereits gefunden*)^ so ist damit zugleich ein integrierender 
Faktor von (13) bestimmt. Denn da die Differential- 
gleichungen Fdx + Qdy = und f^dx + f^dy =^0 dasselbe 
aussagen^ so ist Pf^ ^ Qf^ , d. h. die beiden Quotienten 

f f 

Ip und ~ stimmen überein^ oder es gilt, unter fi diesen ge- 
meinsamen Wert verstanden: 

(17) /*p=/i, iJ^Q=n. 

Vermöge (17) wird aber (15) identisch erfüllt: 

B. ,,Aus der Kenntnis der allgemeinen 
Lösung /(a?, y) = c einer Differentialgleichung 
I.Ordnung Pdx-\-Qdy==Q ergibt sich die 
Existenz eines integrierenden Faktors 

w =- ^ = ^ " 

*) Daß eine solche allgemeine Lösung (14) von (13) bei ge- 
wissen Voraussetzungen über die Funktionen Jr,Q stets existiert, 
wird in der Theorie der Differentialgleichungen bewiesen (s. diese 
Sammlung Bd. XIII; Kap. 1). 
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Die Existenz eines solchen integrierenden Faktors fi 
zieht zugleich die unbegrenzt vieler von der Gestalt fi>x{f) 
nach sich, wo %{() eine beliebige (integrierbare) Punktion 
von / sein kann. Denn führt man die Funktion (o(f)i 

(18) co{f)=jxdf 

ein, so ist, da gemäß (17) ^P=fi^ fxQ^f^^ auch: 

(19) (o^ = xfi=^fiX^y ^2^%f2=f^xQ> 
und damit: 

(20) ii%Pdx + [xxQdy = dco . 

Umgekehrt ist leicht zu zeigen, daß alle integrierenden 
Faktoren von (13) in der Form juxif) eiithalten sind. Sind 
nämlich //, v integrierende Faktoren von (13), also ju^Fdx 
+ I^Qdy, vPdx + vQdf/ totale Differentiale dfy doo: 

(21) iLL{Pdx +Qdy) = dfy v(Pdx +Qdy) = d(o, 
so folgt: 

(22) dco^-df. 

Die Bedeutung dieser Identität erhellt, wenn man statt 
Xf y als neue Variable x^ f einführt. Wegen f(Xy y) = f 
stellt sich dann y als Funktion von x und f dar, somit 
auch (o{Xjy)i 

(23) (o{x,y)=:^Q{x,f)y dco = j^dx + -j^df. 

Der Vergleich von (23) mit (22) lehrt, daß ^ = 0, 

O X 

d. h. gemäß § 1, daß co eine alleinige Funktion von f ist; 
das Gleiche gilt somit auch von -^ = — (22). Bezeichnet 
man diesen Quotienten mit ;^(/), so ist in der Tat: 

(24) V = A«z(/) . 

Da endlich stets / und x(f) zugleich konstante Werte 
annehmen, so läßt sich die allgemeine Lösung (14) auch in 
der Gestalt schreiben, wo y wiederum eine willkürliche 
Konstante bedeutet: 

(25) - = y: 
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C. „Ist fi ein integrierender Faktor einer 
Differentialgleichung Pdx+ Qdy = 0, so 
sind sämtliche integrierende Faktoren der- 
selben in der Form juxif) enthalten, wo 
fi(Pdx + Qdy) = df, und x ^^^^ beliebige 
Funktion von /* bedeutet. Sind ßi^v irgend 
zwei integrierende Faktoren derDifferential- 
gleichung, deren Quotient nicht etwa iden- 

tisch konstant ist. so stellt — = konst. die 

allgemeine Lösung der Differentialgleichung 
dar.*^ 



§ 40. Doppel-Integrale. 
In § 4 war der Begriff des bestimmten Integrals 

h h 

Jf(x)dx als der Grenzwert einer Summe ^f{x)Ax ab- 

41 a 

geleitet worden. Um diesen Begriff sukzessive zu erweitern^ 

b 

fasse man die Summe ^f(x)Ax als eine Doppelsumme 

a 

auf^ indem man den zu jedem Ax gehörigen Fnnktionswert 
y = fix) in eine beliebige Anzahl m von Teilen zerlege : 

(1) y = (yi - yo) + {y^ - Vi) + (ys - ^2) +•• •+ (y« - ym-i) 

^ Ay^ + Ay^ + Ay^ +...-{- Ayn,-iy (yo = 0,ym = y), 

5 h y=f{x) 

(2) 2^yAx^^ 2^AxAy, 

a a 



WO die beiden Summenzeichen aussagen^ daß die Summierung 
der Ax von a bis 6, die der Ay je von bis y = f{x) aus- 
zuführen ist. Geht man zum Grenzprozeß über, indem man 
sowohl die Anzahl der Ax, wie die Anzahl der zu jedem 
Ax gehörigen Ay unbegrenzt wachsen läßt, so liegt auf der 
Handy daß beide Seiten der Gleichung (2) unter den Vor- 
aussetzungen des § 4 über f(x), zu dem nämlichen Grenz- 
b 

wert fydx führen. Man bedient sich, um dies auszudrücken, 

a 

der Zeichen: 
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(3) Um^yAx ^jydx = lim^ ^AxAy ^jjdxdy, 

a a a a 

und nennt den letzten Ausdruck ein ^oppelintegral^^, wo 
sich die voranstehenden Grenzen a, b auf die ^^erste^^ 
Variable x^ die nachfolgenden Grenzen 0,y auf die ^^zweite^^ 
Variable y beziehen. 

Geometrisch bedeutet die Gleichung (2)^ gemäß § 4, 
daß man den Inhalt J^ der auf dem Abszissenintervall 
{a, b) stehenden, bis zur Kurve y »= f(x) reichenden ebenen 
Fläche näherungsweise als eine Summe von lauter ,^ementar- 
rechtecken*' AxAy auffaßt; während dieser Inhalt Ja selbst 
gemäß (3) bei beliebiger Abnahme der Ax^Ay als bestimmter 
Graizwert resultiert 

An die Stelle der Doppelsumme (2) trete jetzt die 
allgemeinere: 

(4) S^2^2^g{x,y)AxAy, 

a 

^o 9{^f p) ^uie Funktion von x, y sei, die in dem be- 
trachteten ^ ebenfalls kurz mit J^ bezeichneten Gebiet 

Uj^o'"' f(r)) ^^^^^^ eindeutig, endlich und gleichmäßig 
stetig seir 

Die y^gleichmäjßige Stetigkeit^' von g{x,y) in J^ wird, 
analog wie in 8 4^ dahin definiert, daß, unter e eine beliebig 
kleine vorgegebene (positive) Größe verstanden, sämtliche 
\Ax\ und ]Ay\ so klein gewählt werden können, daß der 
absolute Wert der Differenz irgend zweier Funktionswerte 
irgend eines rechteckigen Gebietea*) (x^x + Ax; y^y + Ay) 
kleiner ausfällt als €. 

Unter dieser Voraussetzung läßt sich, ganz wie in § 4 

b 

bei der einfachen Summe ^f(x)Ax beweisen, daß die 



*) Gehört im bcsondem je ein Endpunkt von Ax, Ay der 
Kurve y = f(x) selbst an, so ist das fragliche Teilgebiet zu er- 
setzen durch das von AXy Ay und den bezüglichen Kurvenbogen 
begrenzte ,yRandgebiet<^ Die entsprechende Bemerkung gilt stets 
im folgenden. 
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Snmme S (4) oder auch die etwas allgemeinere: 

(5) S =2^2ä9(^ + *i^^> y + *2^y)^^^y =^^flf J:r Jy, 

a a U 

WO g irgend einen Wert von g{x, y) auf dem »^ande" oder 
„im Innern" des Gebietes {Xy x + ^^; VyV •¥ ^y) bezeichnet, 
gegen einen bestimmten Grenzwert konvergiert, wenn alle 
AXy Ay irgendwie gegen Null konvergieren. 

Es beziehe sich die Summe S (5) auf eine erste Ein- 
teilung des Gebietes J^ in Teilgebiete {AxAy)y die indessen 
bereits so klein seien, daß für sie sämtlich die gleichmäßige 
Stetigkeit von g{Xj y) bei einem vorgegebenen e zutreffe. 
Man gehe nunmehr über zu einer zweiten beliebig feineren 
EinteUung, indem für irgend ein Teilgebiet {AxAy) Ax und 
Ay in jLL resp. v Unterintervalle A^i resp. Arjjt zerlegt werden 
und dadurch das Gebiet {AxAy) in juv Untergebiete {A^iAi]k): 

(6) AxAy=2^^A^iArjt. 

Ein Wert von gix^y) am Rande oder im Innern iigend 
eines solchen rechteckigen Untergebietes {A^iArii) sei mit 
ya bezeichnet, dann ist das Glied gAxAy in der Summe S 

(5) zu ersetzen durch ^^yaA^iArjk* Die Differenz d 



beider Ausdrücke nimmt wegen (6) die Gestalt an : 

(7) d^^^{g^Ya)AS,Arjk. 

1=1 t=i , 

Da nach Voraussetzung stets \g — ya\ < e, so ist auch: 

(8) \i\<s^^^SiAi]kf i e. <€AxAy. 

»=i *=i 

Verfährt man ebenso mit allen Teilgebieten (AxAy) 
von J2 f 80 erleidet die Summe S (5) bei der neuen feineren 
Einteilung eine Korrektion, deren absoluter Wert unter 

e^ y^AxAy liegt, somit zugleich mit e gegen Null kon- 

au 

vergiert : 
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I. „Die Summe S (b) erhält für ]imAx = , 
]imAy = einen bestimmten Grenzwert, das 
Doppelintegral der Punktion g(Xyy) zwischen 
den Grenzen a, 6 füra:; 0,f{x) füry, oder in 
Zeichen: 

(I) lim 2^2^9{x, y) AxAy =j jgix, y) dx dy « 

Offenbar bleibt der Satz gültig, wenn man statt der 
unteren Grenze von y einen andern konstanten Wert y^ 
wählt. Ändern ferner im Gebiet J^ die Funktionen f{x), 
g{x,y) ihr Vorzeichen, so zerlegt sich das Gebiet in Teil- 
gebiete, in denen f und g entweder gleichnamig oder un- 
gleichnamig sind; im ersteren Fall sind die entsprechenden 
Doppelintegrale stets positiv, im letzteren stets negativ zu 
nehmen. 

Da das Ergebnis des doppelten Grenzprozesses in (I) 
unabhängig davon ist, in welcher Weise Ax und Ay gegen 
Null konvergieren, kann man auch zuerst für irgend ein 
festgehaltenes x und Ax die zugehörigen Glieder Ayg(Xyy) 
von y r= bis y = f{x) summieren, und zur Grenze \vaiAy = 

m 

übergehen, wodurch die Teilsumme Axjg(x,y)dy entsteht, 



und sodann diese Teilsummen von x = a bis x = b zu- 
sammenfassen und den Grenzprozeß MmAx = vollziehen, 

d. h. die Funktion jg{x, y) dy von a bis 6 integrieren, in 
Zeichen : ® 

b fix) b f(x) 

(Ha) fjg {x, y) dx dy = jdx jg{x, y) dy . 

a a 

Aber der doppelte Integrationsprozeß läßt sich auch in 
lungekehrter Anordnung ausführen, wobei nur auf die richtige 
Festsetzung der jeweiligen Integrationsgrenzen zu achten ist. 

Hält man zuerst y und Ay fest, so durchläuft x das 
Intervall von (p(y) bis &, unter x^(p(y) die Umkehrung*) 
der Funktion y = f{x) verstanden, und Ay erhält den Faktor 



*) Es werde also angenommen, daß die Funktion y=f(x) 
im Sinne von Diffr. § 10 eine Umkehrung zuläßt. 
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h 

jg{Xyy)dx) die letztere Funktion von y ist sodann von 

vi») 

m b 

^ = bis j^ = f(b) zu integrieren^ was Jdyjg{x, y) dx liefert. 

Ersetzt man hier wiederum beim ersten Verfahren die 
untere Grenze von y durch y^ , wo ^o ===* f{<^) > schreibt x^ 
anstatt a, t anstatt h^ so ergibt sieh der Satz: 

n. ,,Bei einem Doppelintegral ist die 
Reihenfolge der Integrationen nach der 
Kegel: 

(II) \ dx fg{x, y) dy = jdy jg{Xy y) dx 

umkehrbar^ wo x = q){tf) und y = f(x) inverse 
Funktionen sind." 

Man bedient sich auch in Übereinstimmung mit (J) der 
kürzeren Schreibweise: 

* fix) m * 

(H) j J9{oOyy)dxdy==j fg{x,y)dydx. 

Xq/{Zo) /M<P(lt) 



Es mögen zwei besondere Fälle betrachtet werden. 
Sei erstens f{x) = x, also (p{y) = y, f{f) = t, so geht 
aus (II) die „Dirichletsche Formel" hervor: 

ix t i 

(W) jdxjg{x,y)dy^jdyjg{x,y)dx. 

Reduziert sich andererseits die Funktion f{x) auf eine 
Konstante ; sind also die Integrationsgrenzen sowohl für x 
wie für y konstant , und etwa mit x^^x^y resp. yo^Vi ^C" 
zeichnet; so spezialisiert sich (II) zu: 

(11") jdxjg(x,y)dy=-fdyfg{xyy}dxy 

SO daß sich auch die Integrationsgrenzen einfach vertauschen. 
Von der Dirichletschen Formel (II') läßt sich eine 
bemerkenswerte Anwendung machen/ um die wiederholte 
Integration einer Funktion einer Variabein auf eine ein- 
malige zurückzuführen. 
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Seien (p{x), (px(x)f 9^2 (^)> "m 9^n(^)> ••• ioi Intervalle 
(xQfX) integrierbar, so setze man sukzessive: 



(9) 



X X 

Xq Xo 

X X 



9^3 =/9^2^^; •••? (Pn+l=j(Pndx, ... 

% Xa 

Durch partielle Integration*) erfährt 9^2 = 9^2 (^) ^^ 
Umformung: . 

07^.26 XX 

(10) 9?2 (^) = /^9^i ^^ = ^9^1 —fx(pdx = xf(p dx — y^a;^? da? , 

oder, wenn man behufs Zusammenfassung der rechten Seite 
in ein einziges Integral die Integrationsvariable mit be- 
zeichnet : 

X 

(11) (p^{x)^j(p{z)(x — z)dz. 

Gemäß (9) ergibt sich hieraus für (ps{x), unter t die 
Integrationsvariable verstanden, die Darstellung als Doppel- 
integral : 

X X t 

(12) 9?3 {x) = I<p2 (f) dt = jdtj<p{z) {t -z)d0. 

Xq Xq Xq 

Gemäß (IL') geht die rechte Seite, da 9?(;gf) von t un- 
abhängig ist, über in: 

(13) (ps{x) = I(p{0)d0 j{t - 0)dt = ^I(p(z)(x-0yd0. 

Xq Z ^ 

Fährt man so fort, so gelangt man durch Induktion zu 
der Darstellung: 



X 

I 



(HI) <p, (x) = j^h-ijij'p ^'') i^-^r-'ä^' 

Durch den Beweis von n auf n + 1 ergibt sich die 
allgemeine Gültigkeit von (HI). Sei (lEI) für irgend einen 
Index n richtig, m kommt auf Grund von (9) : 



I 



*) Hier wie im folgenden werden also die Vorbedingungen 
fOr die partielle Integration (§ 5) als erfüllt vorausgesetzt. 
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X i 

(14) 9.«+x(x) = j^i^f^ffvi") (t - zy-^de, 
also mit Bücksicht auf (11^: 

XX X 

(15) ,,«+1 (a;) = j-l-^L{£)dzkt -zr-^dt = ^L{z) {x-sYdz. 



*> 



Auf Grund von (LH) läßt sich die allgemeine Lösung 
der Differentialgleichung n*" Ordnung: 

(16) »<«) = <p{x) 

in einfacher Gestalt angeben. Bezeichnen ^o > !^> 9o> * * * > 90* ~ '' 
die Werte, die y und seine n — 1 ersten Ableitungen für 
einen willkfirlichen Wert x = x^ annehmen, so erhält man 
gemäß (9) durch schrittweise Integration: 

y("-») =.q>^+ j/(-')(a; - x^) + j(<"-«) , 



(17) { 



y(«-s) = ^3 + ^»<"-'>(a;-a;o)«+j/g-*)(ar-«b)+»}r-^ 



WO für 9?„ sein Wert aus (III) einzusetzen ist. 

Aus der allgemeinen Lösung (17) von (16) fließt für 
den besonderen Fall^ daß (p{x) als n^ Ableitung einer 
Funktion f{x) gegeben ist: 

(18) 9i.^)''m^)y 

die Taylorsche Entwickelung (§ 6) von t{x) 

'= f[^o + (^ — ^o)] ™i* ^^^ EestintegraL Denn die all- 
gemeine Lösung von (16) wird dann unmittelbar durch die 
Funktion f{x) selbst dargestellt, die nebst ihren n — • 1 ersten 
Ableitungen tm x = Xq die vorgegebenen Werte tfoftfoftfof' 
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y(**-^) annimmt. Der Veigleich mit (17) lehrt daher die 
Existenz der Taylorschen Entwickelung : 

(19) f[x) = f[x, -\-{x- x^)] = fix,) + {x- X,) f(Xo) 

+ \{x - x,yr{x,) + . . . + ^^, (^ - *o)"-'/^"-')(a?o) 



X 



+ jf^''){x){x-'Zf-'^dz. 



Xq 



Das Doppelintegral (I) läßt sieh geometrisch analog 

6 

deuten^ wie in § 4 das einfache Integral jf{x)dx als Inhalt 

a 

J^ einer ebenen Fläche. Denkt man sich^ bei Zugrunde- 
legung rechtwinkliger Koordinaten (x, y) der Ebene in 
irgend einem Punkte P^{x + '&^Ax ^y + d'^Ay) eines „Ele- 
mentarrechtecks" (x, X + Ax] y^y + ^y) den zugehörigen 
Funktionswert g^ als Höhe z^ aufgetragen^ so erhält man 
einen Körper Ky der einerseits durch den auf der ebenen 
Fläche Ja senkrecht stehenden Zylinder, andererseits durch 
die Fläche: 

(20) z = g{Xy y) 

begrenzt wird. Auf jedem Elementarrechteck AxAy steht 
ein Elementarparalleliped (Elementarsäule), dessen Volumen 
in zwei Grenzen einschließbar ist, nämlich in die Volumina 
AAxAy und BAxAy zweier auf {AxAy) stehenden Par- 
allelipeda, deren Höhen A, B die untere resp. obere Grenze 
(§ 4) der zum Gebiet {x, x + Ax; y^y + Ay) gehörigen 
Funktionswerte g^ sind. Das Volumen V des Körpers K 
erscheint dann der Anschauung gemäß eingeschlossen zwischen 
den über das ganze Gebiet J^ erstreckten Summen der 
AAxAyj BAxAy: 

(21) ^2l^'^^^y<'^<ZS^'^^^y' 

a a 

Für ]hxiAx = 0, limJy = konvergieren aber ge- 
mäß (I) beide Seiten von (21) gegen denselben Grenzwert 

b fix) 

Jl9(^,y)dxdy: 

a 
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IV. ^Auf der ebenen Fläche JJ, die darch 
das Abszissenintervall (ay&), die beiden zu 
a,& gehörigen Ordinalen, sowie den zwischen 
ihnen gelegenen Bogen der Kurve y:^f{x) 
begrenzt wird^ errichte man einen geraden 
Zylinder, bis er die Fläche g = g(x^y) trifft. 
Das Volumen V des so gebildeten Körpers 
bestimmt sich durch: 

(IV) V=fjg\x,y)dxdy. 

a 

Umgekehrt wird durch (IV) der Begriff des 
Volumens V des angegebenen Körpers über- 
haupt erst präzisiert/^ 



Von dem Doppelintegral (I) werde noch in dem be- 
sonderen Fall, daß: 

(22) g{x.y) = y, 

eine Anwendung auf die Mechanik gemacht. 

Sei wiederum die ebene Fläche J^ zugrunde gelegt, so 
versteht man imter dem ^Schwerpunkt'* der homogen (mit 
der Masse. 1 belegt) gedachten Fläche den Punkt mit den 
Koordinaten f, ^, wo: 

(23) J^S=fjxdxdtj, J'ari^^jjydxdy. 

d a 

Nun ist gemäß (Ha): 

6/(x) 6 fix) h 

(24) j jydxdy ^jdxjydy = \ff^{x)dx. 

a a 6 a 

Andererseits ergab sich in § 9 für das Volumen F* 
des durch Rotation der Fläche J^ um die Abszissenachse 
erzeugten Körpers : 

b 

(25) V^=^7tfp{x)dx, 

a 

Der Vergleich mit (24) lehrt, daß: 

(26) F,* = 2jr^.c72, 
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d. L die „erste Guldinsche RegeF: Man erhält das 
Volumen F*, wenn man den Flächeninhalt J^ multipliziert 
mit der Länge des vom Schwerpunkt während der Botation 
zurückgelegten Weges*). Versteht man analog unter dem 
Schwerpunkt des (homogen mit der Masse 1 belegt ge- 
dachten) Bogens s* (§ 11) der Kurve y=^f{x)y den l?\mkt 
mit den Koordinaten X, F, wo: 

(230 siX^jxds, siY==lyds, 

a a 

so ergibt sich unmittelbar: 

b 

(260 27iY '^^:= 271 jf{x)ds. 



a 



Da aber nach § 13 die rechte Seite von (260 über- 
einstimmt mit dem Inhalte ß^ der Oberfläche des oben er- 
zeugten Rotationskörpers, so ergibt sich wiederum ß* durch 
Multiplikation der Bogenlänge s^ mit der Länge des vom 
Schwerpunkt des Bogens zurückgelegten Weges. Das ist 
der Inhalt der „zweiten Guldinschen RegeK 



Der Begriff des Doppelintegrals (I) dient ferner zur 
Bestimmung des Inhaltes einer krummen Oberfläche 
(Komplanation der Oberfläche). 

Eine Fläche sei wie in § 23 dargestellt dui*ch Glei- 
chungen von der Form: 

(27) X = x{u, t?) , y = y{u, v), z = js(u, v) . 

Erteilt man dem ersten resp. zweiten Parameter u, v 
einen konstanten Wert Uc resp. Vc^ so erhält man je eine 
Flächenkurve : 

(28) i^^ ^^^'' ^^ ' ^^ ^^^'' ^^ ' ^ ^ ^^^'' ^^ ' 

Variiert man die Konstanten UcyVcf so erscheint die 
Fläche mit zwei Scharen von Kurven (28) überzogen; durch 



*) Wie in § 9, S. 107, gelten die Formeln (26), (26'), sobald 
man den Faktor n durch ^ ersetzt, auch für die Teilrotation 
um einen Winkel 9. 
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irgend einen Flächenpunkt F{x,y) geht je eine Kurve 
beider Scharen. 

Durchläuft die Konstante Uc stetig ein Intervall {u^^ u{), 
und desgleichen die Konstante Vc stetig ein Intervall {Vq,v^, 
so wird dadurch ein bestimmtes Gebiet (krummliniges Vier- 
eck) 6r auf der Fläche (27) eingegrenzt, dessen Inhalt er- 
mittelt werden soll. Um diesen Begriff zu präzisieren, be- 
trachte man innerhalb des Gebietes G je zwei Kurven der 
Scharen (28), die den Werten m^ = m, w + Jw, resp. v^ = v, 
V -\- Av zugehoren, wo Auy Av positiv seien. Die Kurven 
Uc=^u, Vc=^V] Uc^u-\- Au, Vc = v'y Uc = u, Ve = v + Av; 
Uc=^u + Au , Vc = V '\- Av mögen sich je in den Pimkten 
P^ Pi, P2, Ps schneiden. 

Indem man die geradlinigen Strecken PP^, PP^^PiP^^ 

P^P^f P^Pg zieht, entstehen die beiden ebenen Dreiecke 
(PP1P2), {PiiP^P2), deren Inhalte mit A^Ag bezeichnet 
seien. Der Inbegriff beider Dreiecke heiße ein „elementares 
Doppeldreieck" der Fläche. Man zerlege nun die Intervalle 
(«0,^1), (t^o^^i) JG in eine beliebige Anzahl von Teii- 
intervallen Au, Av und bilde die Summe aller so entstehen- 

«1 «1 
den Doppeldreiecke ^ ^ (^ + 4s) l besitzt alsdann 

diese Summe für lim.dw = 0, limJv==0 einen be- 
stimmten Grenzwert fl, so soll unter ii der „IfJuüt^ 
des von den Kurven Uc = Uq, u^; Vc*=Vo> ^1 ^^^ ^®*' 
Fläche begrenzten Flächenstücks verstanden 
werden. 

Im folgenden diene ein Summenzeichen H zur Abkürzung 
ferner werde gesetzt: 



endlich mögen unter ruyr„ die Längen der Sehnen PPi , 
PP2 verstanden werden, und unter (r„, r») der Winkel 
beider. Dann hat man: 
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<^^) \ ^ . f w X i^^i^' 

' cos(r,„ n) = -= , sin(r„, n) = "^ — , 

Meg yeg 

mithin ergibt sich für den Inhalt A des Dreiecks P.P1P2: 

(31) 2A = r„r,sin(r,, r^) = AuAv^eg — p, 

wo das Vorzeichen der Wurzel positiv zu nehmen ist. 

Werden, wie in § 24, die partiellen Ableitungen der 

x;y^fi nach den u,v durch x^yy^j^^y ^11^^12^ ^22 ^s^». ^°* 
gegeben, so gelte der Mittel wertsatz (Diffi*. § 15): 

(32) ^ = :ri + i^w^ii, -£j^ = x^-\-\Avx^^ usw., 

wo sich die x^^^ x^^f' auf Mittelwerte (tt + tJ^zlt«, t; + ^2^^) 
beziehen. 

Aus (32) folgt, bei Vernachlässigung der Glieder 
zweiter Ordnung in Au, Av; 

l e=i:o(^ + Auüx^Xii, g=2xl + Av2x2X22, 
{6ö) 



{e =230^ 
f = Sx^ 



= Zx^X2 + ^AuSx^Xi^ + ^AvZxiX22, 

und hieraus: 

(34) eg'-p=i:xl2::4-{i;xiX2y . 

~\- /lt4y^X»2^Xj^X'^-^ — — ÄÄJjcKg ^•i/2»J\iJ 
"Y" Zl%j\.d^pC\^OCAtXfna — ^ X\Xa ^ 00\Xiia\ » 

Unter Verwendung der Bezeichnungen des § 24: 

G = Za^, F= 2x^X2, 

rechnet sich dte Formel (34) um, wie folgt: 

(36) eg^p^ {EG - i^) + AuZ^iy^z^^ - a^y,^) 
+ AvS^iy^z^^ - ^2%) = {EG^F^) + AuA + AvB, " 

so daß (31) übergeht in: 



<-'{|:5a:'"'" 



(37) 2A = JuAviEG -F^yi + Au-=^= + Av-=£=rr- 

W. Fr. Meyer, Integralrechnung. 28 
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Entwickelt man die zw^te ^ladratworzd i$r kleine 
Au,Av wiederum nach dem Mittelwertsatze: 



(38) l/l + Au — _;^ _■ + Av ^ 






^EQ-F^ riEG-F^ 

WO sich die Faktoren von A, B abermals auf Mittelwerte 
der HfV bezieben und summiert über alle . Dreiecke J im 
Gebiete {^yi^yv^yv^), so kommt: 

(39) ^^A^^^^X'^uAv^Ei^-^F^ 



Va Wo Po 



, ^-^S. AhAvA , :^-$i.. AuAvB 



^ „, .y£(? - F^ XX yEG-F* 

Es sei bereits Au<C€, Ji;<iy ujad man verstehe 
unter Äi,B]^ zwei positive endliche Größen derart^ daß: 



(40) Äi>ffdudv , '^' - , Bi>((dudv-==M 
' JJ iEG-F^' JJ iEG^ 



F\ 

so ist der absolute Betrag des Aggregates der zweiten und 
dritten Deppelsumme rechterhand von (39), auch unter Mit- 
berücksichtigung der oben unterdrückten Glieder höherer 
Ordnung in Au,Av bei beliebiger Abnahme der Au,Av sicher 
kleinei?, als eA^ + fjB^y konvergiert also zugleich' mit AuyAv 
gegen Null. Läßt man demnach in (39) die Au,Av gegen 
Null konvergieren/ so folgt: ' 

(41) lim ^2^A = ilJdudviEG^F^: , 

du=0,Sv=0 vq Vo «oTo 

Nunmehr wäre die analoge, nur noch verwickeitere 
Integration über die Inhalte der Dreiecke A^^ P^ Pj P, zu 
vollziehen. Indessen läßt sich diese Rechnung umgehen auf 
Grund der Überlegung, daß das Gesamtergebnis ungefindert 
bleibt, wenn man jedes Dreieck A^ ersetzt durch das Drei- 
eck Jj, das aus A durch Vertaufechung vonAu,Av mit 
~ Au, — Av hervorgeht. Da sich aber der Wert der rechten 
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Seit0 von (41) bei di<^er Yartaa^ung piicbt,. ändert^ so 
ergibt sich für den Fläcbeninhalt ü = lim ^ ^ (J + A^ : 

(V) Q^Pfdudv^EG^l^^, 

oder aacb bei Benutzung der Formel (27^) des § 24^ S. 273 : 

ffo«o 

V. „Der Inhalt Q des von den Kurven 

u=^Uq,u = Ui; v^VQfV = v^ begrenzten Stückes 
der Fläche (27) wird durch (V) oder (V) an- 
gegeben." 

Ist im bfssonderen die Gleichung der Fläche (27) ia 
der Gestalt voigelegt: 

(200 ^-9{x,y)y 

so wird für ~^z^^p, -^^z^^q: 

JE&-F^ = ^^ + W^+X^ = 1+p^ + q^, 

so daß (V) bei den Grenzen x = Xq^x^] y = y^^y^ die 
Gestalt annimmt : 

(V'O ß ^ffdxdy^l +i>2 + 5% 

als der Inhalt des Flächenstücks ^ das aus der Fläche (20') 
dbrch das auf dem Rechtecke {xq^x^] Woftfi) ^^^ Ebene (x,y) 
^t^helide gerade Püralleliped ausgeschnitten wird.*) 

*) Liegt dagegen die Gleichung der Fläche in der impliziten 
Gestalt (§23, (1)) F{x,y,z) = vor, so werden für JF;«^, 

^t=-ßZ' ^,=^^ die Werte von i?,g: i? = — y, g = — y, so 

V 3 8 

daß die Quadratwurzel in (V") zu ersetzen ist durch -^'}/ 1^-\- Fl-^ 1%. 

28* 



(42) 
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Die Formeln (V), (V^ repräsentieren die direkte Ver^ 
allgemeinerang der Formel für den Bogen einer Kun^e 
(§ 11, (H) resp. (HO, S, 123). 



Der oben geführte Beweis für die Existenz des Flachen- 
Inhaltes ii (V) überträgt sich anmittelbar aaf den Inhalt Q 
eines Flächenstücke^^ das begrenzt ist von einer Karve i; = t7o, 
von zwei Karven u = u^jU^^ti^y sowie endlich von einer 
beliebigen Karve v = f(u) ; es wird : 

W f(u\ H% f(u\ 

(Va) Q = lim 21'^^^ + ^s) = / jdu dv^EG - F* . 

Des weiteren bleibt der Existenzbeweis gültig, aach 
wenn jedes Glied A -\- A^ maltipliziert ist mit einem Mittel- 
werte (p^{Uy v) = 9?(w + '&iAUf V + ^2 ^^) einer, in dem frag- 
lichen Gebiet eindeutigen and gleichmäßig stetigen Funktion 
ipiUfV); man erhält: 

(Vb)liin^^97#(tt, v){A + Jg) =lf<p{«, v)^ EG - F* dudv . 

Diese Formel werde im besonderen angewandt aaf den 
Fall der ebenen Oberfläche j9»0, die auf rechtwinklige 
C artesische Koordinaten x^ y bezogen sei. Dann &llt 
A + Aq mit dem Produkt AxAy zusammen, femer ist $ = 0, 
W= 0, X = x^y^ — x^y^ , mithin : 

(43) ^Ea-F^ = ^^^ + W^ +X2 = + (x^y^-x^y^). 

Seien in dem betrachteten Gebiet a;(tt, v) , ^(w, v) ein- 
deutig umkehrbare Funktionen der u, v, so nimmt (Vb), 
wenn man sich linkerhand die Variabeln x,y mit den ent- 
sprechenden Grenzen XqjX^\ y^y F{x) eingeführt denkt, 
und die aus <p(UyV) hervorgehende Funktion mit xix^y) be- 
zeichnet, die Gestalt an: 

(VT) //z(^i y)da?dy= //+ (a?i ^2 - 0:2^1) ;^[a;(u, v), y(u, t;)]dwrft; 

wo das Vorzeichen rechterhand so zu wählen ist, daß stets 
die entsprechenden Integralelemente beider Seiten gleich- 
namig werden. 
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Die Formel (VI) sagt aber nichts anderes aus^ als daß 
in das Doppelintegral linkerhand vermöge der Beziehungen 
X == x(Uf v)f y = y(u, v) die neuen Variabein w, v eingeführt 
(substituiert) werden^ wodurch es in das Doppelintegral 
rechterhand übergeht: 

VI. „Die Substitution neuer Integrations- 
variabein in ein Doppelintegral vollzieht 
sich auf Grund der Formel (VI)." 

Dieser Satz repräsentiert wiederum die direkte VeraU- 
gemeinerung des in § 5, (II) für einfache Integrale abgeleiteten. 



Als Anwendung der obigen Formeln, insbesondere von 
(IV), (V") und (VI) mögen (bei rechtwinkligen Koordinaten) 
einige Beispiele dienen^ die sich auf den Schnitt von geraden 
Zylindern mit Flächen zweiten Grades beziehen. 

A. Die Kugel: 

(44) x^ + y^ + is^ = a2 

werde zunächst von dem geraden Kreiszylinder: 

(45) x^ + P^^Q^, (Q<a) 

geschnitten; das Volumen Vq des Scbnittkörpers und den 
Inhalt Qq der Schnittflächen zu berechnen. 

Nach (IV) wird: 

(46) r, = 8jdxf + yi - [x^ + y^)dy . 

u 

Führt man hier gemäß (VI) Polarkoordinaten r, q) ein, 
so daß: 



tAn\ • Bx dy dy dx 

^ or dtp er dtp 
so geht (46) über in: 



= r, 



n 

i o 



(48) F^ = 8 \d(p fdr .rfa'^^rK 

ö 

Führt man im Integral fdrr^a^ — r^ als neue Variable 
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'(c^^-'i^ ein, so ergibt sich sofort als der Wert des Inte- 
grals — \ V(a* — r^Y j "^d damit : 

(A,) F,=.^[a3-(yS^^r^»]. 

Im besonderen wird für Q=^a das Volumen F« der 

Vollkugel -ö-öt', folglich das Restvolumen: 

o 

Behufs Ermittelung der Oberfläche Qq berücksichtige 
maUi daß nach (44): 

8z X dz V 



ml 



^ dx z' ^ dx z 

il+p^ + q^ ='--]/x^ + y^ + z^ = - 



a 



somit vermöge (47): 



n n 

Tg T 



(50) Q, = 8a [dq> [■^=^ = 8« fdip [- V^^^^Jo , 



(Ag) ßg = 4ajr [a — y»« — ß«] . 

Im besonderen wird f ür ^ = a die Oberfläche ö« der 
VoUkugel 4a*jr, folglich die Bestoberfläche Qa — ÜQ 



Die entsprechende Aufgabe werde behandelt für Vo- 
lumen V und Inhalt Q der Schnittflächen der Kugel (44) 
und der beiden Ereiszylinder : 

(51) x^ + y^ =^±ax. 

Wegen der Symmetrie genügt es, in (51) das positive 
Vorzeichen zu berücksichtigen. Bei Polarkoordinaten r, <p 
(47) geht (51) über in: 

(51') r = acos9>, 
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und es wird: 



TT St 

8 r=aco897 2 



(52) F= ffd<pfdr^ria^-r^ = %a^f(l - 8ia^(p)d(p. 



Nach Diffr. § 14, (27), S. 170 ist jsin^cpdtp = - f cos^? 
+ -^ cos 3 9? , also kommt : 



n 
2 



(53) j^i-sia<^q>)dip = ^-j, 





imd damit: 



(A3) r^ia^jt^\^^aK 

Mithin ist das Restvolumen ^a^. 

Für die Oberfläche ü kommt mit Rücksicht auf (50): 



jt 
2 



(54) Q = 8a^f{l — sinq)) d(p , 


und folglich: 

(A4) ß=8a2(|--l). 

Der Inhalt der Bestoberfläche auf der Kugel ist daher 8a^. 

B. Paraboloide (s. diese Sammlung, Bd. XXV, § 24) : 

(55) 2p(0 — eo) =-tß + m^x^, 

wo dem oberen Vorzeichen ein hyperbolisches, dem unteren 
ein elliptisches Paraboloid entspricht, und p, e positiv seien. 
Als schneidender Körper diene wiederum der Kreis- 
zylinder (45), wobei im Falle des negativen Vorzeichens 
in (55) sSq so groß gewählt sei, daß sich die Schnittfläche 
oberhalb (d. i. auf der positiven Seite) der {Xy ^)-Ebene be- 

finde. Da jdxjdy = Q^7iy so erhält man für das Volumen 


Vq des Schnittkörpers, bei Verwendung von Polarkoordi- 
naten Ty (p (47) : 

7t 

T e 

(56) V^, = 0qQ^jt + -^ -j ä9^{^^-<pT m^cos^(p) r^dr . 

^ ü 
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q 
ier ist If 



Hier 



r^dr^^, ferner nach § 27, (IVl'), 8. 287 



I C08^q)d(p ^^ — — —, I sin^tpdq) =— — j -, also: 






(57) 










somit: 
(Bi) 



= [(1 + »»2)2^ - (1 ± »»*) 8in2^1 = -^. — n 

4 



r, = e»^ 



^« + ^(l + m*) 



Nunmelir fasse man den Fall ;s^o "=" ^ ^^^ Auge. Während 
beim elliptischen Paraboloid die Formel (B^) erhalten bleibt, 
ist beim hyperbolischen Paraboloid zu bedenken^ daß die 
(Xf y)-Ebene in den beiden Geraden 2/ = + ^^ geschnitten 
wird, und daß für den Teilwinkel beider Geraden^ innerhalb 
dessen die ^r-Achse liegt, jsr negativ ausfällt, für den Best- 
winkel dagegen positiv. Die Aufgabe zerfällt daher in die 
beiden, die durch (45) erzeugten absoluten Volumina Vi^V^, 
des oberen resp. des unteren Körpers einzeln zu beredmen. 

Für m = tgoc erhält man, gemäß (56), (57): 



(57) 



Vt- 



2i)L 

^4 



(1 — m^)2(p — (1 + ni^)&in2(p] 



Y 



"I f 

Ja 



2 



(1 -m^)2(p-{l + m^)Bm2q>f 



Da 



2p l 
1 +m2 



sin2^ = 2sin^cosa, wird 



cos^ flC ' 
(1 + m*) sin 2a = 2m, somit liefert (57) die Werte: 



(B.) 



r,= ^~[2m-{l^m^)öc]. 
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Behufs Erledigung der eutsprechenden Aufgabe für 

die Oberfläche ii beschränken wir uns auf den Fall 9n = l: 

< 

(58) 2pz==y^Tx^. 



Es wird ^ +-, ^ = -, 1^1+ T- +hr 

ox p ex p ) \c)xl \dyl 

= — '^p^ '\- x^ + y^ } also wiederum für Polarkoordinaten 

r, ip (47) : 

n 

Y Q 

(59) Q == -jdcpjrdrip 



+ r2. 



Bei positiver Quadratwurzel stellt (59) stets den 
absoluten Inhalt der ganzen, vom Zylinder (45) aus dem 
Paraboloid (58) ausgeschnittenen Fläche dar. Führt man, 
ähnlich wie oben, yp^ _|_ ^2 2^& neue Variable ein, so \vird 
frdr^p^ + r« = \{^p^ + r^f , und damit: 

(B3) ß=|^[(ypHTO'-P«]. 



C. Ellipsoid und Hyperboloid. 

Endlich werde noch eine Kubatur des Ellipsoides aus- 
geführt, die in anderer Formulierung bereits in § 10 be- 
handelt war. 

Das Ellipsoid: 

werde von dem geraden Zylinder geschnitten, der anderer- 
seits die (:z;, ^)-Ebene in der, mit der zu (60) gehörigen 

X^ 4/2 

Schnittellipse — + ^ = 1 ähnlichen und ähnlich gelegenen 
Ellipse : 



